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Введение.

При разработке новых технологий в навигации, локации, радиосвязи и в ряде
других приложений необходимо учитывать микрофизические процессы взаимо-
действие электромагнитного излучения со средой распространения, в том числе,
с ионосферной плазмой. Исходя из того, что ионосферную плазму для многих
явлений можно считать низкотемпературной и бесстолкновительной, особое зна-
чение приобретает исследование поведения электронов ионосферы при взаимодей-
ствии с радиоволнами. Электронная концентрация играет определяющую роль в
процессах отражения, поглощения, дисперсии и рефракции радиоволн. Микрофи-
зические процессы, определяющие взаимодействие электронов с неоднородными
электромагнитными волнами, во многом управляют режимами распространения
радиоволн. Неоднородная электромагнитная волна имеет переменную амплитуду
электрических и магнитных полей на поверхности фазового фронта. В реальной
ионосфере радиоволны, взаимодействуя с неоднородностями электронной концен-
трации, в той или иной степени становятся неоднородными. В связи с вышеизло-
женным, в работе основное внимание уделено исследованию особенностей траекто-
рии электронов в неоднородной электромагнитной волне. С этой целью разработан
программный комплекс, позволяющий моделировать широкий спектр неоднород-
ных электромагнитных волн и взаимодействие их с электронами. Микрофизи-
ческие процессы, определяющие взаимодействие электронов (как наиболее дина-
мичной компоненты ионосферной плазмы) с неоднородными электромагнитными
волнами, во многом управляют режимами распространения радиоволн, в том чис-
ле, обыкновенной и необыкновенной составляющих в присутствии геомагнитного
поля, и процессами инжекции заряженных частиц в ионосферу. Полученные в ра-
боте результаты могут быть использованы при параметризации микрофизических
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процессов в ионосфере для разработки современных численных моделей ионосфе-
ры, а также оценке мощности тормозного и гиромагнитного излучения электрона
в поле неоднородной электромагнитной волны (для обыкновенной и необыкновен-
ной волны, с учетом геомагнитного поля.)

В связи с развитием радиосвязи, появилась необходимость исследования взаи-
модействия электромагнитных волн с ионосферной плазмой. Впервые уравнения
траектории электрона в плоской электромагнитной волне получены в [1]. Тра-
ектория электрона в плоской неполяризованной электромагнитной волне получе-
на в результате решения уравнения Дирака [2] в полуклассической постановке:
электромагнитное поле в классической, а электрон – в квантово-механической.
Уравнение Дирака применимо для описания взаимодействия частиц путем обоб-
щения методов классической и квантовой теории только к частицам с полуцелыми
спинами. Решение Волкова внесло значительный вклад в исследование поведения
электронов в мощных электромагнитных полях. Однако результаты работы [1]
неприменимы для неоднородных электромагнитных волн, т.к. уравнения движе-
ния электрона в этом случае являются нелинейными. Использование уравнения
Дирака оправдано в случае, когда масштабы явления сравнимы с комптоновской
длиной волны. В связи с этим для большого класса физических явлений при ис-
следовании взаимодействия заряженных частиц с электромагнитным полем допу-
стимо использование уравнений классической электродинамики.

В работах [3 – 8] получено аналитическое решение для движения электрона в
поле плоской монохроматической электромагнитной волны. Например, в [3] при-
ведено решение уравнений движения частицы в поле плоской монохроматической
электромагнитной волны с помощью уравнения Гамильтона-Якоби, усреднения по
времени и последующего перехода в систему отсчета, в которой частица в сред-
нем покоится. Решение в лабораторной системе отсчета без усреднений не найдено.
Выписаны также значения координаты и импульса частицы в поле плоской волны,
поляризованной по кругу. В [4], [5] найдены траектория, компоненты скорости и
импульса частицы в плоской электромагнитной волне с помощью решения урав-
нений движения частицы под действием силы Лоренца как функции параметра
τ “ t´ p~k,~rq

|~k|c
, где t – время, ~k – волновой вектор, ~r – радиус-вектор частицы, c – ско-
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рость света в вакууме. Таким образом, траектория для данной задачи не найдена
в явном виде как функция времени, а лишь задана параметрически или найдена в
приближенном виде или в системе отсчета, в которой частица в среднем покоится.
В [4] рассмотрено движение частицы в поле плоской электромагнитной волны в ре-
лятивистском случае. Показано, что движение частицы может быть представлено
в виде суммы дрейфового движения и колебаний с частотой, отличной от несущей
частоты волны. Также отмечено, что способ нахождения кинетической энергии
электрона в работах [9 – 13] неверен в релятивистском случае. В работе [14] так-
же исследовано движение электрона в плоской волне в релятивистском случае.
Построены выражения, определяющие изменение энергии заряженной частицы
как функции длины пролета, а также лабораторного времени. Найдены четы-
ре возможных режима изменения энергии электрона. Получена функциональная
связь начальных импульсов c амплитудой электромагнитной волны. Различные
модификации задачи о движении электрона в плоской электромагнитной волне
рассмотрены в работах [15 – 20].

В [21], [22], [23], [24] приведено решение системы уравнений движения заря-
женной частицы в плоской, поперечно-электрической или поперечно-магнитной
неоднородной электромагнитной волне методом возмущений. В [21] параметром
разложения является η “ eE

mcω – отношение энергии, которая может быть пере-
дана частице полем E на длине волны, к энергии покоя частицы. Также, как и
в работе [4], движение частицы представлено в виде суммы дрейфа с постоян-
ной скоростью и колебаний с несущей частотой волны. Приведено аналитическое
выражение для импульса частицы в плоской монохроматической электромагнит-
ной волне, рассмотрены его средние значения и сделаны выводы про зависимость
дрейфа от фазы. Найден период переменной силы, действующей на частицу, и
отмечено, что он не совпадает с периодом колебаний поля неоднородной электро-
магнитной волны. Показано распределение частиц, инжектированных в плоскую
электромагнитную волну. Исследовано движение частицы в неоднородной элек-
тромагнитной волне методом возмущений при различных начальных и граничных
условиях. Найдены средние значения скорости и ускорения частицы, движущейся
в неоднородной электромагнитной волне. С помощью усреднения полученных в
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[21] уравнений для ускорения получено выражение, которое согласуется с резуль-
татами работы Гапонова-Миллера [25]. В [23], [24] исследовано взаимодействие
заряженной частицы с неоднородной электромагнитной волной методом последо-
вательных приближений с помощью силы Гапонова-Миллера: в [24] исследуется
решение с точностью до третьего порядка, а в [23] – до четвертого порядка. В [23]
найдены скорости и ускорения частицы в неоднородной электромагнитной волне с
точностью до 4 порядка, а также доказано, что на частицу, движущуюся в неодно-
родной электромагнитной волне, действует усредненная сила, пропорциональная
xEy4.

В ряде работ исследовано движение частицы в плоской модулированной элек-
тромагнитной волне, а также найдены аналитические решения. В [26] исследо-
вано движение электрона в плоской модулированной электромагнитной волне, а
также учтено влияние постоянного магнитного поля. В [27] получено аналитиче-
ское решение для траектории частицы в плоской монохроматической амплитудно-
модулированной электромагнитной волне, а также оценена кинетическая энергия
частицы. В [28] найдены угловое распределение и интенсивность излучения заря-
женной частицы в поле амплитудно-моделированной электромагнитной волны. В
[29] рассмотрено движение частицы в частотно-модулированной электромагнит-
ной волне. В [30] – в фазово-модулированной электромагнитной волне.

В наши дни актуальной проблемой является поиск новых способов ускорения
заряженных частиц из-за высоких энергозатрат [31]. Например, в работах [32 – 33]
рассмотрено ускорение с помощью ультракоротких лазерных импульсов в вакууме.
В [34] исследовано ускорение заряженных частиц в плазме. Ускорение частиц с
помощью модулированных импульсов исследовано в [30, 35, 36, 37]. Т.к. точного
аналитического решения задачи о движении частицы в поле реального лазерного
импульса не существует, прибегают к численным расчетам [38 – 40]. В некоторых
простых случаях допустимо использовать приближение для лазерного импульса
в виде плоской модулированной электромагнитной волны [4].

Лазерный ускоритель продольным полем сфокусированного лазерного пучка
исследован в работе [41]. В данной работе частица ускорялась на одном полупери-
оде волны и замедлялась на другом, поэтому для получения ускорения частицы
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необходимо удалять частицу из лазерного пучка после полупериода движения.
Этот эффект называется "эффект фазового проскальзывания". В исследовани-
ях, описанных в [41], электроны были ускорены импульсом длительностью „ 1
пс и энергией „ 1 Дж до энергии „ 1 МэВ. В работе [42] показано, что для
ускорения электронов могут быть использованы асимметричные Эрмит-Гауссовы
пучки, в которых максимальное значение продольного поля достигается на оси
пучка. В работах [43 – 51] с помощью численных методов исследовано ускоре-
ние электронов в вакууме сфокусированным лазерным пучком интенсивности I “
1021 ´ 1022 Вт/см2. Захват электрона лазерным пучком и его ускорение до энер-
гии „ 1 ГэВ возможен при определенных углах влета и определенных значениях
начальной скорости электрона.

Движение частиц в электромагнитной волне также исследовалось в работах
ИОФ РАН [4, 18, 19, 52, 53 – 56, 57]. В [18] рассматривается движение заря-
женной частицы в плоской монохроматической электромагнитной волне, а также
в плоской квазимонохроматической электромагнитной волне. Получено прибли-
женное решение уравнений движения заряженной частицы в плоском электро-
магнитном импульсе. Проведено сравнение аналитического решения с результата-
ми численного моделирования с помощью метода Particle-in-Cell (PIC). Для PIC-
моделирования в работах [18, 19, 52] использован программный пакет "КАРАТ".
Руководство по данному программному пакету изложено в [58].

Воздействием радиоволн на ионосферу начали заниматься во второй половине
20го века. Эксперимент по воздействию мощных электромагнитных волн на ионо-
сферу был проведен в СССР в 1961 году на станции под Москвой [59]. Данный
эксперимент был основан на идеях, изложенных в работе Бейли [60], в которой
был предложен механизм разогрева ионосферы вследствие резонанса на гироча-
стоте Ωce “ 1.45 МГц между движением электронов в ионосфере и падающей
волной. Предполагалось, что при подобном воздействии на ионосферу есть воз-
можность наблюдать свечение ионосферы. Однако данный эксперимент не дал
ожидаемого результата. Воздействие электромагнитным излучением на ионосфе-
ру в наши дни проводится на нагревных стендах, например, HAARP (Аляска,
США), EISCAT (Тромсе, Норвегия), Сура (Нижний Новгород, Россия) [61 – 63]
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и др. При воздействии электромагнитных волн на ионосферу выделяют обыкно-
венную и необыкновенную волны, по-разному взаимодействующих с ионосферной
плазмой и имеющих разную высоту отражения от ионосферы. Для понимания ме-
ханизма нагрева ионосферы в работе выполнено исследование величины тормоз-
ного и гиромагнитного излучения электрона в ионосфере, в поле неоднородных
обыкновенной и необыкновенной электромагнитных волн, и сравнение их вклада
в воздействие на ионосферу. Тормозное и гиромагнитное излучение заряженной
частицы в поле электромагнитной волны подробно описаны в [3, 64]. Сопоставле-
ние тормозного и гиромагнитного излучения электрона в ионосфере на высотах
100 и 300 км, с учетом поглощения, в поле плоской волны приведен в [65].

Численная реализация уравнений, описывающих движение частиц в электро-
магнитном поле, может быть выполнена с помощью методов Рунге-Кутта и PIC.
В случае, если поле известно во всех точках пространства в произвольный мо-
мент времени, необходимо будет решить систему обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений второго порядка для вычисления траектории и спектра излучения
заряженной частицы. Используем для этого метод Рунге-Кутта, в котором в ка-
честве численного значения для следующего шага по времени брался результат,
полученный по схеме пятого порядка точности, известный как метод Дормана-
Принса [66]. В этом методе также применяется схема четвертого порядка для
управления шагом интегрирования. В случае же, когда поле неизвестно в про-
извольный момент времени, а известны только его начальные значения и харак-
теристики среды, нужно решать систему уравнений Максвелла и движения части-
цы одновременно, причем, чтобы не нарушалось уравнение непрерывности. Для
этого подходит метод PIC. Кроме того, при большем количестве частиц решение
системы обыкновенных дифференциальных уравнений для каждой будет крайне
неэффективно. В данном случае более подходящим также является метод PIC.

Для вычисления электромагнитных полей в методе PIC на каждом шаге при-
меняется метод FDTD (Finite-difference Time-domain), впервые предложенный Кей-
ном Йи [67], использующийся для решения системы уравнений Максвелла. Метод
FDTD подробно описан, например, в [68]. Данный метод обладает рядом преиму-
ществ: это явный метод, в котором не возникает сложностей с вычислением об-
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ратных матриц; он точный, в нем явно видны источники ошибок; данный метод
бездивергентный (в большинстве других методов возникает численная ошибка:
уравнение div ~B “ 0 не выполняется точно, в связи с чем приходится вводить ка-
либровку и решать дополнительно эллиптическую систему, что весьма затратно),
позволяет производить простую декомпозицию по данным, удобен для визуализа-
ции, позволяет легко строить радиолокационные портреты объектов.

В 1975 году Тафлов и Брудвин выписали критерий численной устойчивости
алгоритма Йи, а также были приведены первые синусоидальные стационарные ре-
шения для взаимодействия электромагнитной волны со средой [69, 70]. В 1977 году
Холланд [71] применил данный метод для решения задач, связанных c электромаг-
нитным излучением (EMP problems). В 1980 году Тафлов ввел саму аббревиатуру
FDTD и промоделировал взаимодействие синусоидальной электромагнитной вол-
ны с трехмерной металлической полостью [72].

В 1980 году Мур придумал для метода FDTD первые численно устойчивые по-
глощающие граничные условия второго порядка точности [73], далее исследован-
ные в работах Кригсмана и Мура в 1987–88 годах [74, 75]. Абсолютно новый уро-
вень поглощающих граничных условий, названный PML ABC (Perfectly-matched
layer absorbing boundary conditions), был предложен Беренджером в 1994 году [76].
Его суть заключается в задании проводимости на границе области моделирования
в виде функции, возрастающей от центра области к ее краям. Точный вид данной
функции, как и размер области PML, влияет на точность граничных условий и
является предметом для обсуждений. Для 3d случая метод был обобщен Кацем
[77]. Для волноводов данные граничные условия были применены в работе Рейтера
[78]. В 1995–1996 годах Сакс [79] и Гедни [80] представили UPML (uniaxial Perfectly-
matched layer). В 2000 году Роден и Гедни усовершенствовали метод, представив
CPML (convolutional perfectly-matched layer).

В 1982–83 годах Тафлов и Умашанкар разработал первые модели рассеяния
электромагнитных волн в ближней и дальней волновой зонах (near, far field) [81,
82]. В 1983 году Холланд ввел метод TFSF (Total-field scattered-field) [83] для мо-
делирования источников, излучающих в одном направлении, в том числе, плоских
волн. В этом методе область моделирования разделяется на область полного по-
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ля (total-field) и отраженного поля (scattered-field): в области отраженного поля
есть только отраженные от материальных объектов волны. Достигается это за
счет прибавления или вычитания из полей определенной поправки в граничных
ячейках областей полного и отраженного поля.

В 2003 году в работе [84] представлен одношаговый, безусловно устойчивый
метод FDTD. В 2002 году Хуанг [85], Чанг и Тафлов [86] представили квантовый
метод FDTD. В 2004 году Сориано и Наварро вывели условие устойчивости для
этого метода [87]. В 2012–2014 годах Моксли выпустил серию работ [88 – 90], раз-
вивая данное направление. За этими работами по данной теме последовала в 2017
году работа [91].

В 2008 году Ахмед, Чуа и Лин ввели в своей работе трехмерный локально-
одномерный FDTD (LOD) [92]. В 2010 году Чаудхури и Беф объединили метод
FDTD с моделью плазменной жидкости [93].

Для моделирования электромагнитных волн с помощью метода FDTD напи-
сано множество солверов: как моделирующих только метод FDTD, так и являю-
щихся частью больших программных пакетов: Matlab[94], ANSYS [95], COMSOL
[96], EMTL [97], XFDTD [98].

Этой тематикой занимаются в ИПМ РАН им. Келдыша, также решая систему
уравнений МГД [99 – 102]. Интерес представляет интеграция метода FDTD в суще-
ствующий солвер для оптимизации решения некоторых задач. В моделировании
фотонных кристаллов также были достигнуты некоторые результаты: в основном,
программы для моделирования фотонных кристаллов были написаны на языке
MatLab, но являются несовершенными и содержат ошибки. Кроме того, слож-
ности для решения представляет обратная задача: какую структуру необходимо
создать, чтобы свет проходил в нужных направлениях в нужных пропорциях.

Также существует родственный метод FDFD [103], основанный на переходе в
частотную область. В дальнейшем имеет смысл совмещение этих двух алгоритмов
для оптимизации программы и расширения круга решаемых задач. Большой ин-
терес также представляет задача создания солвера с помощью метода FDTD на
произвольных сетках (не обязательно прямоугольных), которая на данный момент
еще не решена.
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Алгоритм в настоящей работе реализован в виде программного модуля для мо-
делирования распространения электромагнитных волн с различными граничными
условиями в 2D и 3D случаях, в том числе, для неоднородной среды.

Для моделирования движения частиц в электромагнитных полях применяется
метод Particle-in-Cell, в котором также используется метод FDTD для подсчета
полей. Данный метод подробно описан в книгах [104], [105], [106]. Метод возник
в 1955 году, когда Харлоу выпустил работы [107, 108]. Метод частиц был исполь-
зован в 1950х – начале 1960х годов [109, 110]. В [110] модельные частицы имели
форму заряженных плоскостей для моделирования одномерных колебаний плаз-
мы. Начиная с 1960-х годов в СССР начали проводиться исследования и созда-
ваться программы по этому методу [111]. Данным методом активно занимался
Н.Н.Яненко со своими учениками, внеся в него существенный вклад [112]. Одна-
ко, большинство работ было засекречено. Значительный вклад в данный метод
был внесен О.М.Белоцерковским, применившим его к задачам вычислительной
аэродинамики. По результатам данных работ была написана [113]. Также Бело-
церковский и Яницкий развивали статистические методы частиц и их применение
в динамике разреженного газа [114, 115]. В статистических методах используется
метод Монте-Карло [116 – 120]. Статистические методы были подробно исследо-
ваны Бердом, написавшим по ним [121]. Для нахождения скоростей и координат
частиц Бо́рисом был предложен эффективный алгоритм [122], который разбивает
движение частицы на каждом шаге по времени на 3 этапа: движение на полшага
под действием электрического поля, поворот за счет магнитного и продвижение
еще на полшага за счет электрического. Для расчетов по методу Particle-in-Cell
было разработано множество моделей распределения частиц по сетке [123, 124,
125, 126], в которых частицы дают разный вклад в плотность заряда в ближай-
ших узлах сетки, в зависимости от введенного в методе сеточного ядра.

В работах Вилласенора, Бунемана и Есиркепова [127, 128] предложены чис-
ленные методы решения уравнения непрерывности и нахождения плотности тока
на сетке.

Вернер, Дженкинс и пр. в 2018 г. предложили метод SLPIC (Speed-Limited
Particle-In-Cell) [129]. Данная разновидность метода PIC позволяет ускорить про-
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цесс моделирования в ситуации, когда распределение частиц в плазме изменяется
медленно по сравнению с максимальным стабильным временным шагом PIC. То
есть данный метод позволяет проводить полностью кинетическое моделирование
в ситуациях, в которых ранее использовались магнитогидродинамический (МГД),
двухжидкостный или электронный метод Больцмана.

В ИРЭ метод PIC используется для моделирования отражения лазерных им-
пульсов большой амплитуды от релятивистских электронных зеркал [130], [131],
а также применяется при моделировании взаимодействия лазерных пучков с на-
норазмерными мишенями [132]. На основе метода PIC также разработаны такие
программные пакеты, как XOOPIC [133], VSim [134], VORPAL [135].

Изложенные выше методы используются в данной работе для численного мо-
делирования микрофизических процессов, описывающих поведение заряженных
частиц в ионосферной плазме. В ходе проведения численных экспериментов бы-
ло выявлено, что метод Домана-Принса является более точным и требует меньше
вычислительных ресурсов для решения поставленных в диссертации задач, поэто-
му используется в большинстве проведенных расчетов. Однако, метод PIC также
использовался в некоторых расчетах, в том числе, при сравнении с результата-
ми, полученными по методу Дормана-Принса. Данный метод также незаменим
при расчетах, в которых электромагнитное поле не задается, а вычисляется на
каждом шаге по времени, а также может быть использован для одновременного
расчета движения произвольного количества заряженных частиц в плазме.
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Цели и задачи. Основной целью работы является исследование взаимодей-
ствия электронов как наиболее динамичной компоненты низкотемпературной бес-
столкновительной ионосферной плазмы с неоднородными электромагнитными вол-
нами на основе численного решения системы нелинейных дифференциальных урав-
нений с переменными коэффициентами. В том числе, исследовать спектральный
состав тормозного и гиромагнитного излучения электрона в присутствии геомаг-
нитного поля для обыкновенной и необыкновенной неоднородной электромагнит-
ной волны.

Для достижения поставленных целей в работе были поставлены и решены сле-
дующие задачи:

1. Разработка численной модели для решения системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений с переменными коэффициентами движения заряженной
частицы в поле неоднородной электромагнитной волны с помощью метода
Дормана-Принса. Верификация результатов с помощью сравнения с точны-
ми аналитическими решениями, а также с приближенными решениями ме-
тодом возмущений, по результатам работ, опубликованных ранее [21, 23, 22];
верификация с использованием метода Particle-in-Cell (PIC), реализованного
с помощью программного пакета, написанного на языке C++.

2. Используя разработанную модель, на основе серии численных экспериментов
изучить особенности траектории электрона в поле неоднородной электромаг-
нитной волны, в том числе, с учетом постоянного магнитного поля (для обык-
новенной и необыкновенной волны), в зависимости от амплитуды, фазы и
частоты неоднородной электромагнитной волны, волновых векторов плоских
волн, образующих неоднородную волну, а также от начальных координат и
скорости электрона.

3. Исследование распределения электронов, инжектированных в неоднородную
электромагнитную волну, в том числе, в случае обыкновенной и необыкновен-
ной волны. Определение зависимости распределения инжектированных элек-
тронов от амплитуды электрического поля и несущей частоты неоднородной
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электромагнитной волны, а также от начальных скоростей электронов.

4. Исследование спектра излучения электрона в поле неоднородной волны на
основе численных экспериментов, в том числе, с учетом геомагнитного по-
ля (для обыкновенной и необыкновенной волны), при различных параметрах
неоднородной электромагнитной волны и электрона.

5. Проведение серии численных экспериментов по исследованию тормозного и
гиромагнитного излучения электрона в поле обыкновенной и необыкновенной
неоднородной электромагнитной волны с учетом постоянного магнитного поля
Земли.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. Метод построения 3d-траектории электрона ионосферной плазмы в поле неод-
нородной электромагнитной волны на основе численного решения системы
нелинейных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами,
при заданных характеристиках волны и электрона.

2. Установлена зависимость пространственного распределения электронов при
последовательной инжекции в неоднородную электромагнитную волну, в том
числе, обыкновенную и необыкновенную, от амплитуды электрического поля
и несущей частоты волны, а также от начальных скоростей электронов.

3. Для обыкновенной неоднородной электромагнитной волны установлено, что
мощность тормозного излучения превосходит мощность гиромагнитного при
амплитуде электрического поля E0 Á 15 В/м. Для необыкновенной волны
мощность гиромагнитного излучения всегда превышает мощность тормозного
(расчеты выполнены в присутствии постоянного магнитного поля, характер-
ного для зоны высоких широт).

4. Взаимодействие электронов ионосферной плазмы с неоднородной электромаг-
нитной волной сопровождается модуляцией волны с частотой Ω, определяе-
мой колебательным движением электрона внутри интерференционной ячейки.
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Установлена возможность управления боковыми частотами несущей частоты
ω0 ˘ Ω и модулирующей частотой Ω с помощью направляющих углов и ам-
плитуды электрического поля неоднородной электромагнитной волны.

Научная новизна исследования. Впервые на основе численного решения
нелинейной системы уравнений с переменными коэффициентами построена трех-
мерная траектория заряженной частицы в поле неоднородной электромагнитной
волны, а также исследована зависимость построенных траекторий от параметров
волны и частицы, в том числе, для обыкновенной и необыкновенной электромаг-
нитных волн. Впервые проведено сравнение тормозного и гиромагнитного излу-
чения электрона в поле неоднородной электромагнитной волны, в том числе, в
обыкновенной и необыкновенной волне, с учетом геомагнитного поля. Также вы-
полнены расчеты инжекции электронов в обыкновенную и необыкновенную элек-
тромагнитную волну.

Теоретическая и практическая значимость. Одним из актуальных и в
настоящее время не решенных до конца вопросов ионосферной физики является
взаимодействие неоднородных электромагнитных волн (обыкновенных и необык-
новенных) с ионосферной плазмой, определяющих процессы поглощения, рассея-
ния, рефракции и другие. Эти проблемы имеют практическое значение для радио-
связи, навигации и функционирования ГЛОНАСС, GPS, Бэйдоу и других. Неко-
торые из них связаны с недостаточной изученностью микрофизических процессов
взаимодействия заряженной компоненты ионосферной плазмы с неоднородными
электромагнитными волнами со сложной морфологией волнового фронта. В пе-
риод ионосферных возмущений электромагнитные волны в гигагерцовом и ме-
гагерцовом диапазоне рефрагируют и создают спонтанные интерференционные
структуры, в которых электроны ионосферы разгоняются до значительных ско-
ростей, создавая положительную обратную связь между исходным ионосферным
возмущением и вторичным воздействием ускоренных электронов на ионосферную
плазму. Для исследования микрофизических процессов в ионосфере, разработана
трехмерная численная модель взаимодействия наиболее динамичной компоненты
плазмы (электронов) с неоднородной электромагнитной волной. С помощью по-
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строенной модели численно исследованы тормозное и гиромагнитное излучение
электрона в поле обыкновенной и необыкновенной неоднородной электромагнит-
ной волны. При расчетах использованы выполненные оценки электрических и маг-
нитных полей, индуцированных нагревными стендами HAARP, Sura, EISCAT, на
выбранных высотах ионосферы.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность полу-
ченных данных определяется верификацией результатов численного моделирова-
ния движения частицы в неоднородной электромагнитной волне с помощью срав-
нения с точными аналитическими и приближенными решениями, опубликован-
ными ранее. Для проверки надежности алгоритмов и программ, разработанных
при создании численной модели на основе метода Дормана-Принса, использовался
также численный метод PIC. Сопоставление расчетов, выполненных по данным
моделям, показало хорошее совпадение. Основные результаты работы докладыва-
лись на следующих конференциях:

1. Skubachevskii A.A. Simulation of Electromagnetic Wave Propagation in the Medium
Using FDTD Method. Piers Shanghai. 2016.

http://ieeexplore.ieee.org/xpl/tocresult.jsp?isnumber=7734201.

2. Скубачевский А.А. Численное решение уравнений Максвелла для моделирова-
ния распространения электромагнитных волн. 58я научная конференция МФ-
ТИ. 2015.

3. Skubachevskii A.A. Numerical modeling of electromagnetic waves. FDTD and PIC
methods. QIPA 2018.

4. Скубачевский А.А. Численное решение уравнений Максвелла. FDTD- и PIC-
методы. 61я научная конференция МФТИ. 2018.

5. Skubachevskii A.A.; V.B. Lapshin. Charged particles in the field of an inhomogeneous
electromagnetic wave. QIPA 2020.
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Глава 1

Физико-математическое описание

взаимодействия заряженной частицы с

неоднородной электромагнитной волной.

1.1 Представление произвольной неоднородной электромаг-

нитной волны в виде суперпозиции плоских электро-

магнитных волн.

Рассмотрим неоднородную электромагнитную волну в вакууме. Разложим век-
торный потенциал волны в ряд Фурье:

~A “
ÿ

k

Akptqe
i~k~r,

где ~k имеет компоненты kx “
2πnx
X , ky “

2πny
Y , kz “ 2πnz

Z , nx, ny, nz P Z, X, Y , Z
- периоды по каждой из координат. Причем, из уравнения div ~A “ 0 следует:

~k ~Ak “ 0.

~Ak удовлетворяют уравнению:

:~Ak ` c
2k2 ~Ak “ 0.

Электрическое и магнитное поля волны:
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~E “ ´
1

c
9~A “ ´

1

c

ÿ

k

9~Ake
i~k~r,

~H “ rot ~A “ i
ÿ

k

~k ~Ake
i~k~r.

Любой конечный (а также абсолютно интегрируемый) сигнал длительностью
(или периодом) T можно представить в виде ряда Фурье:

~Aptq “
`8
ÿ

k“´8

~ake
iωkt,

~ak “
1

T

T {2
ż

´T {2

~Aptqe´iωktdt,

где ωk “ 2π
T k.

В силу теоремы о равномерной сходимости ряда Фурье, мы можем с необходи-
мой точностью ограничиться разложением до конечного числа членов достаточно
гладких полей (непрерывных и кусочно непрерывно дифференцируемых).

Тогда уравнения движения заряженной частицы в произвольной неоднородной
электромагнитной волне могут быть записаны в следующем виде:

x2 “
q

mγ

˜

n
ÿ

i“1

E
piq
x,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq `

y1

c

n
ÿ

i“1

H
piq
z,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq´

´
z1

c

n
ÿ

i“1

H
piq
y,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq ´

1

c2

´

x1
2
n
ÿ

i“1

E
piq
x,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq`

`x1y1
n
ÿ

i“1

E
piq
y,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq ` x

1z1
n
ÿ

i“1

E
piq
z,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq

¯

¸

,

y2 “
q

mγ

˜

n
ÿ

i“1

E
piq
y,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq `

z1

c

n
ÿ

i“1

H
piq
x,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq´

´
x1

c

n
ÿ

i“1

H
piq
z,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq ´

1

c2

´

x1y1
n
ÿ

i“1

E
piq
x,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq` (1.1)
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`y1
2
n
ÿ

i“1

E
piq
y,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq ` y

1z1
n
ÿ

i“1

E
piq
z,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq

¯

¸

,

z2 “
q

mγ

˜

n
ÿ

i“1

E
piq
z,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq `

x1

c

n
ÿ

i“1

H
piq
y,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq´

´
y1

c

n
ÿ

i“1

H
piq
x,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq ´

1

c2

´

x1z1
n
ÿ

i“1

E
piq
x,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq`

`y1z1
n
ÿ

i“1

E
piq
y,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq ` z

12
n
ÿ

i“1

E
piq
z,0 sinpω

piq
0 t´ ~kpiq~r ` Φiq

¯

¸

,

где x, y, z´´координаты и скорости (со штрихами) частицы, m – ее масса, q – за-
ряд, ~E, ~H – электрическое и магнитной поля неоднородной волны,Ex, Ey, Ez, Hx,

Hy, Hz´ компоненты электрического и магнитного полей, γ “ 1?
1´v2{c2

, c – ско-
рость света, t – время, Φi – фаза, ω0´частота волны,

~kpiq “

¨

˚

˚

˝

k
piq
x

k
piq
y

k
piq
z

˛

‹

‹

‚

,

где

kpiqx “ k
piq
0 cosϕi cos θi,

kpiqy “ k
piq
0 sinϕi cos θi,

kpiqz “ k
piq
0 sin θi,

k
piq
0 “

2πc

ω
piq
0

,

E
piq
x,0 “ E

piq
0 pcosψi sinϕi ´ sinψi sin θi cosϕiq ,

E
piq
y,0 “ E

piq
0 p´ cosψi cosϕi ´ sinψi sin θi sinϕiq ,
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E
piq
z,0 “ E

piq
0 sinψi cos θi,

H
piq
x,0 “ H

piq
0 psinψi sinϕi ` cosψi sin θi cosϕiq ,

H
piq
y,0 “ H

piq
0 p´ sinψi cosϕi ` cosψi sin θi sinϕiq ,

H
piq
z,0 “ H

piq
0 p´ cosψi cos θiq ,

где Epiq0 и Hpiq
0 – амплитуды электрического и магнитного полей i´й плоской вол-

ны.
Положение плоских монохроматических волн и направление электрического

поля в них задается тремя углами: ϕ – угол между проекцией волнового вектора
на плоскость XY и осью OX, θ – угол между волновым вектором и его проек-
цией на плоскость XY, ψ – угол между векторным произведением r~k ˆ ~zs и век-
тором электрического поля волны ~E. Изменяя эти углы, можно существенным
образом изменить характеристики движения частицы. Данная численная модель
применима для исследования взаимодействия заряженной частицы с неоднород-
ной электромагнитной волной при наличии постоянной составляющей магнитного
поля (геомагнитное поле).

1.2 Описание взаимодействия заряженной частицы с неод-

нородной электромагнитной волной, образованной дву-

мя плоскими произвольно направленными волнами.

Рассмотрим следующий случай. На примере неоднородной электромагнитной
волны, создаваемой суперпозицией двух произвольно направленных по отноше-
нию друг к другу плоских монохроматических электромагнитных волн, демон-
стрируется подход, позволяющий моделировать широкий спектр явлений при вза-
имодействии заряженной частицы с неоднородной электромагнитной волной.

Запишем суперпозицию двух произвольно направленных плоских волн:
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Ex “ E
p1q
x,0 sin

´

ω0t´ k0p ~A,~rq ` Φ1

¯

` E
p2q
x,0 sin

´

ω0t´ k0p ~B,~rq ` Φ2

¯

,

Ey “ E
p1q
y,0 sin

´

ω0t´ k0p ~A,~rq ` Φ1

¯

` E
p2q
y,0 sin

´

ω0t´ k0p ~B,~rq ` Φ2

¯

,

Ez “ E
p1q
z,0 sin

´

ω0t´ k0p ~A,~rq ` Φ1

¯

` E
p2q
z,0 sin

´

ω0t´ k0p ~B,~rq ` Φ2

¯

,

Hx “ H
p1q
x,0 sin

´

ω0t´ k0p ~A,~rq ` Φ1

¯

`H
p2q
x,0 sin

´

ω0t´ k0p ~B,~rq ` Φ2

¯

,

Hy “ H
p1q
y,0 sin

´

ω0t´ k0p ~A,~rq ` Φ1

¯

`H
p2q
y,0 sin

´

ω0t´ k0p ~B,~rq ` Φ2

¯

,

Hz “ H
p1q
z,0 sin

´

ω0t´ k0p ~A,~rq ` Φ1

¯

`H
p2q
z,0 sin

´

ω0t´ k0p ~B,~rq ` Φ2

¯

,

(1.2)

где ~A “ pAx, Ay, Azq, ~B “ pBx, By, Bzq, Ax,y,z, Bx,y,z – проекции волновых
векторов волн на оси координат, Ex,0, Ey,0, Ez,0, Hx,0, Hy,0, Hz,0 обозначает компо-
ненты амплитуд, Φ1,2 – начальная фаза, ω0 – частота волны. При этом Ax “

cosϕ1 cos θ1, Ay “ sinϕ1 cos θ1, Az “ sin θ1, Bx “ cosϕ2 cos θ2, By “ sinϕ2 cos θ2, Bz “

sin θ2,

Ex,0 “ E0 pcosψ1 sinϕ1 ´ sinψ1 sin θ1 cosϕ1`

cosψ2 sinϕ2 ´ sinψ2 sin θ2 cosϕ2q ,

Ey,0 “ E0 p´ cosψ1 cosϕ1 ´ sinψ1 sin θ1 sinϕ1´

cosψ2 cosϕ2 ´ sinψ2 sin θ2 sinϕ2q ,

Ez,0 “ E0 psinψ1 cos θ1 ` sinψ2 cos θ2q ,

Hx,0 “ H0 psinψ1 sinϕ1 ` cosψ1 sin θ1 cosϕ1`

sinψ2 sinϕ2 ` cosψ2 sin θ2 cosϕ2q ,

Hy,0 “ H0 p´ sinψ1 cosϕ1 ` cosψ1 sin θ1 sinϕ1´

sinψ2 cosϕ2 ` cosψ2 sin θ2 sinϕ2q ,

Hz,0 “ H0 p´ cosψ1 cos θ1 ´ cosψ2 cos θ2q ,

(1.3)

где E0 и H0 – амплитуды неоднородной волны. Углы ϕ1, θ1, ψ1, ϕ2, θ2, ψ2 проиллю-
стрированы на рис. 1.1.

Уравнения движения заряженной частицы (1.1) с учетом введенных выше обо-
значений (1.2), (1.3) для неоднородной волны, образованной двумя произвольно
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направленными плоскими волнами, представлены в следующем виде:

x2 “
q

mγ

ˆ

Ex `
y1

c
Hz ´

z1

c
Hy ´

x1

c2
px1Ex ` y

1Ey ` z
1Ezq

˙

,

y2 “
q

mγ

ˆ

Ey `
z1

c
Hz ´

x1

c
Hy ´

y1

c2
px1Ex ` y

1Ey ` z
1Ezq

˙

, (1.4)

z2 “
q

mγ

ˆ

Ez `
x1

c
Hz ´

y1

c
Hy ´

z1

c2
px1Ex ` y

1Ey ` z
1Ezq

˙

.
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Рис. 1.1: Схема, демонстрирующая задание плоской волны: ϕ - угол между на-
правлением оси OX и проекцией волнового вектора на плоскость (x,y); θ - угол
между осью OZ и направлением волнового вектора; ψ - угол между направлени-
ем вектора электрического поля и векторным произведением волнового вектора и
нормали к плоскости px, yq.
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Глава 2

Численная реализация уравнений

движения заряженной частицы в

неоднородной электромагнитной волне.

2.1 Адаптация методов Дормана-Принса и Particle-in-cell

(PIC) для численного решения уравнений движения за-

ряженной частицы в неоднородной электромагнитной

волне в вакууме.

Метод Дормана-Принса.
Для численного решения перепишем систему (1.4) в виде:

x1 “ ξ,

y1 “ η,

z1 “ ζ,

ξ1 “
q

mγ

ˆ

Ex `
η

c
Hz ´

ζ

c
Hy ´

1

c2

`

ξ2Ex ` ξηEy ` ξζEz
˘

˙

,

η1 “
q

mγ

ˆ

Ey `
ζ

c
Hx ´

ξ

c
Hz ´

1

c2

`

ξηEx ` η
2Ey ` ηζEz

˘

˙

,

ζ 1 “
q

mγ

ˆ

Ez `
ξ

c
Hy ´

η

c
Hx ´

1

c2

`

ξζEx ` ηζEy ` ζ
2Ez

˘

˙

.

(2.1)

При решении системы уравнений (2.1) использовалась схема Рунге-Кутта с пе-
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ременным шагом (схема Дормана-Принса). В качестве численного значения для
следующего шага брался результат, полученный по схеме пятого порядка точно-
сти. В этом методе применяется и схема четвертого порядка для управления шагом
интегрирования. Эта схема отличается от большинства схем с переменным шагом
интегрирования тем, что в качестве решения берется результат, полученный по
схеме более высокого порядка, а шаг по времени задается с помощью схемы более
низкого порядка. В таблице 2.1 представлена таблица Бутчера данного метода.

Таблица 2.1: Таблица Бутчера для метода Дормана-Принса.

0

1
5 1

3
10

1
4

3
4

4
5

11
9 ´14

3
40
9

8
9

4843
1458 ´3170

243
8056
729 ´ 53

162

1 9017
3168 ´355

33
46732
5247

49
176 ´ 5103

18656

1 35
384 0 500

113
125
192 ´2187

6784
11
84

4-й порядок: 5179
57600 0 7571

16695
393
640 ´ 92097

339200
187
2100

1
40

5-й порядок 35
384 0 500

1113
125
192 ´2187

6784
11
84 0
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Метод Particle-in-cell (PIC).
В данной работе основные результаты получены с помощью метода Дормана-

Принса. Метод PIC используется для тестирования решения и сравнения с ме-
тодом Дормана-Принса. Кроме того, написанная на языке C++ программа для
моделирования с помощью метода PIC также может быть использована при моде-
лировании движения частиц и распространения электромагнитных волн в сплош-
ных средах. Формулы для описания метода PIC приведены в системе СИ.

Уравнения движения частицы в электромагнитном поле для нерелятивистско-
го случая:

m
d~v

dt
“ q

´

~E ` ~v ˆ ~B
¯

. (2.2)

Запишем это уравнение в разностном виде:

~vt`∆t{2 ´ ~vt´∆t{2

∆t
“

q

m

ˆ

~E `
~vt`∆t{2 ` ~vt´∆t{2

∆t
ˆ ~B

˙

. (2.3)

Для нахождения скоростей и координат частиц Бо́рисом был предложен эф-
фективный алгоритм [122], который разбивает движение частицы на каждом шаге
по времени на 3 этапа: движение на полшага под действием электрического поля,
поворот за счет магнитного и продвижение еще на полшага за счет электрического.
Суть метода в следующем: найти скорость через полшага по времени, меняющую-
ся под воздействием электрического поля, потом учесть влияние магнитного поля
(поворот), потом найти изменение скорости еще через полшага по времени под
действием электрического поля. Подставим

~vt´∆t{2 “ ~v´ ´
q ~E

m

∆t

2
, (2.4)

~vt`∆t{2 “ ~v` `
q ~E

m

∆t

2
. (2.5)

в уравнение (2.2), получим формулу, задающую поворот:

~v` ´ ~v´

∆t
“

q

2m
p~v` ` ~v´q ˆ ~B. (2.6)
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Таким образом, алгоритм вычислений:

1. Найти ~v´, зная ~vt´∆t{2, то есть скорость в начале шага, пользуясь (2.4).

2. Найти ~v` по формуле (2.6).

3. Найти ~vt`∆t{2, зная ~v`, по формуле (2.5).

Второй шаг поясняет рис. 2.1.

Рис. 2.1: Алгоритм Бориса.

Из рис. 2.1(а) [104] с помощью формулы (2.6) найдем:

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

tg
θ

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
|~v` ´ ~v´|

|~v` ` ~v´|
“
q| ~B|∆t

2m
. (2.7)

Далее, чтобы получить вектор ÝÑv ` из вектора ÝÑv ´, получим промежуточный
вектор

ÝÑ
v1 , направленный по биссектрисе угла θ (и, соответственно, медиане и

высоте соответствующего треугольника), рис. 2.1(б):

~v1 “ ~v´ ` ~v´ ˆ ~t, (2.8)

где ~t параллелен ~B, а длина его находится из требования, чтобы ~v1 был на-
правлен по биссектрисе угла θ:

~t “ ~́b tg
θ

2
“
q ~B∆t

2m
, (2.9)

где ~b “ ~B

| ~B|
.
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Теперь найдем ÝÑv `:
~v` “ ~v´ ` ~v1 ˆ ~s, (2.10)

где ÝÑs параллелен ÝÑB .
Его длину найдем из теоремы косинусов в равнобедренном треугольнике:

|~v1|2|~s|2 “ |~v|2 ` |~v|2 ´ 2|~v|2 cos θ “ 2|~v|2p1´ cos θq, (2.11)

где |~v1|2 “ |~v|2 ` |~v|2|~t|2.
Используем, что cos θ “ 1´t2

1`t2 .

Тогда получаем (опустим модули и векторы):

`

1` t2
˘

s2
“ 2

ˆ

1´
1´ t2

1` t2

˙

ô
`

1` t2
˘

s2
“ 4

t2

1` t2
, (2.12)

Отсюда

~s “
2~t

1` t2
. (2.13)

Приведем аналогичные уравнения для релятивистского случая. Запишем (2.2)
в виде:

dγ~v

dt
“

q

m

´

~E ` ~v ˆ ~B
¯

. (2.14)

Введем обозначение ~u “ γ~v, тогда

γ “
1

b

1´ v2

c2

“

c

1`
u2

c2
. (2.15)

Тогда (2.14) в разностном виде (n-номер шага по времени):

~un`1{2 ´ ~un´1{2

∆t
“

q

m

ˆ

~En
`
~un`1{2 ` ~un´1{2

2γn
ˆ ~Bn

˙

. (2.16)

Обозначим далее, как и в нерелятивистском случае,

~un´1{2
“ ~u´ ´

q ~En∆t

2m
, (2.17)



31

~un`1{2
“ ~u` ´

q ~En∆t

2m
. (2.18)

Подставив (2.17) и (2.18) в (2.16), получаем:

~u` ´ ~u´

∆t
“

q

2γnm

`

~u` ` ~u´
˘

ˆ ~B. (2.19)

Распишем, как отсюда найтиÝÑu ` (поворот, аналогично нерелятивистскому слу-
чаю):

~u1 “ ~u´ ` ~u´ ˆ ~t, (2.20)

~u` “ ~u´ ` ~u1 ˆ ~s, (2.21)

где

~t “
q ~B∆t

2γnm
, (2.22)

~s “
2~t

1` t2
. (2.23)

Координаты частицы на новом шаге найдем по формуле:

~xn`1
“ ~xn ` ~vn`1{2∆t “ ~xn `

~un`1{2∆t

γn`1{2
, (2.24)

где

´

γn`1{2
¯2

“ 1`

ˆ

un`1{2

c

˙2

. (2.25)

Сдвинутые временные сетки позволяют получить второй порядок аппроксима-
ции.

Распределение заряда частиц на сетке. Модельные частицы.
В данном пункте рассмотрено, какой вклад в сеточную плотность заряда ρ да-

ет каждая частица. Рассмотрим одномерный случай. Пусть размер ячейки сетки
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h. В модели PIC вклад в плотность заряда в каждом узле дают частицы, нахо-
дящиеся на расстоянии меньше h{2 от узла. Пусть частица находится в точке x0,
координаты ячеек сетки xi, где xi´1 ă x0 ă xi, q - заряд частицы.

Тогда плотность заряда в ближайших к частице узлах

ρi´1 “
q

h

´

1´
x0 ´ xi´1

h

¯

“
q

h

xi ´ x0

h
, (2.26)

ρi “
q

h

´

1´
xi ´ x0

h

¯

“
q

h

x0 ´ xi
h

.

Аналогично, в двумерном случае

ρi,j “
q

hxhy

x0 ´ xi´1

hx

y0 ´ yj´1

hy
, (2.27)

где xi´1 ă x0 ă xi, yj´1 ă y0 ă yj, hx - размер ячейки по OX, hy - размер
ячейки по OY.

Данный метод имеет второй порядок аппроксимации [67]:

δa ď

ˆ

3ρ2

2ρmin
` h

ρ2ρmax
6ρ3

min

max
x
|
Bρ

Bx
|

˙

1

n̄2
`
h2

12
max
x
|
B2ρ

Bx2
|, (2.28)

где n´ среднее число частиц в ячейке,
ρmax и ρmin - максимальная и минимальная плотности заряда.
Уравнение непрерывности в методе частиц-в-ячейке.
Пусть xs, ys, zs – координаты частицы в начале шага, xe, ye, ze – в конце шага,

∆x “ xe´xs, ∆x “ ye´ys, ∆x “ ze´zs - приращения соответствующих координат.
Запишем выражения для нахождения токов, гарантирующие то, что будет вы-

полняться уравнение непрерывности [127]. Токи в двумерном случае можно найти
по формулам:

j
m`1{2
x,i`1{2,j “ q

∆x

τ
p1´ δyq, (2.29)

j
m`1{2
x,i`1{2,j`1 “ q

∆x

τ
δy, (2.30)

j
m`1{2
y,i,j`1{2 “ q

∆y

τ
p1´ δxq, (2.31)
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j
m`1{2
y,i`1,j`1{2 “ q

∆y

τ
δx, (2.32)

j
m`1{2
z,i,j “ qvm`1{2

z

ˆ

p1´ δxqp1´ δyq `
∆x∆y

12hxhy

˙

, (2.33)

j
m`1{2
z,i,j`1 “ qvm`1{2

z

ˆ

p1´ δxqδy ´
∆x∆y

12hxhy

˙

, (2.34)

j
m`1{2
z,i`1,j`1 “ qvm`1{2

z

ˆ

δxδy `
∆x∆y

12hxhy

˙

, (2.35)

j
m`1{2
z,i`1,j`1 “ qvm`1{2

z

ˆ

δxδy `
∆x∆y

12hxhy

˙

, (2.36)

где
δx “

1

hx

´xs ` xe
2

´ xi`1{2

¯

, (2.37)

δy “
1

hy

´ys ` ye
2

´ yi`1{2

¯

.

Полученные уравнения также имеют второй порядок аппроксимации [106] бла-
годаря сдвинутым временным сеткам.
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2.2 Тестирование решений конечно-разностных уравнений

движения заряженной частицы в плоской электромаг-

нитной волне, полученных методами Дормана-Принса

и PIC по данным аналитического решения.

Проведем сопоставление траектории электрона в плоской электромагнитной
волне, полученной с помощью численного моделирования методами Дормана-Принса
и PIC, с аналитическим результатом.

Возьмем следующие начальные условия: xp0q “ yp0q “ zp0q “ 0, x1p0q “

y1p0q “ z1p0q “ 0, Ey “ Ez “ Hx “ Hy “ 0.

Поля зададим следующим образом (волна распространяется вдоль оси OY ):

Ex “ ´Hz “ E0sinpω0t´ ky ´ π{2q.

На рис. 2.2 изображена траектория электрона, полученная решением системы
обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка с помощью метода
Дормана-Принса. Данная траектория получена в лабораторной системе отсчета. В
системе отсчета, в которой электрон в среднем покоится, траектория будет иметь
форму восьмерки [3], рис. 2.4.

Расчеты выполнялись при следующих значениях: ω0 “ 106 рад/с, m “ 9.1 ¨

10´28 г, q “ ´4.8 ¨ 10´10 Фр, c “ 3 ¨ 1010 cм/c, E0 “ 3 ¨ 10´2 ед.СГС.
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Рис. 2.2: Траектория электрона в поле плоской электромагнитной волны: решение
по методу Дормана-Принса. m “ 9.1 ¨10´28 г, q “ ´4.8 ¨10´10 Фр, Ey “ Ez “ Hx “

Hy “ 0, Ex “ ´Hz “ E0sinpω0t´ kz ´ π{2q, E0 “ 3 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0 “ 106 рад/с,
x0 “ y0 “ z0 “ 0, ~v0 “ ~0. Время: а) t=0.7 ¨ 10´5 с . б) t=3.5 ¨ 10´5 с.

Для верификации работы программы сравним траекторию заряженной части-
цы в плоской волне, найденную с помощью метода Дормана-Принса, с аналити-
ческим решением (аналогичным полученному, например, в [5]):

x “ x0 `
q

m

τ
ż

τ0

¨

˝

τ2
ż

τ0

Expτ
1
qdτ 1

˛

‚dτ 2,

y “ y0 `
q2

2m2c

τ
ż

τ0

¨

˝

τ2
ż

τ0

Expτ
1
qdτ 1

˛

‚

2

dτ 2.

Далее положим, что x0 “ 0, y0 “ 0, τ0 “ 0. Поле Ex “ E0 sinω0τ . Тогда

x “
q

m

τ
ż

0

¨

˝

τ2
ż

0

E0sinω0τ
1dτ 1

˛

‚dτ 2 “
qE0

mω2
pη ´ sinηq , (2.38)

y “
q2

2m2c

τ
ż

0

¨

˝

τ2
ż

0

E0 sinω0τ
1dτ 1

˛

‚

2

dτ 2 “
E2

0q
2

2m2cω2
0

τ
ż

0

p1´ cosω0τ
2
q
2
dτ 2 “
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“
E2

0q
2

m2cω3
0

p0.75η ´ sin η ` 0.125 sin 2ηq , (2.39)

где η “ τω0.
Если вместо sin η взять sinpη ` Φq, уравнения для координат будут:

x “
qE0

mω2
0

pη cos Φ` sin Φ´ sinpη ` Φqq ,

y “
E2

0q
2

m2cω3
0

`

0.5pcos2 Φ` 0.5qη ´ cos Φ sinpη ` Φq ` 0.125 sinp2η ` 2Φq
˘

.

(2.40)

График аналитического решения показан на рис. 2.3. Как можно видеть, тра-
ектории, полученные аналитически и с помощью метода Дормана-Принса, совпа-
дают.

Рис. 2.3: Траектория электрона в поле плоской электромагнитной волны: анали-
тическое решение. m “ 9.1 ¨ 10´28 г, q “ ´4.8 ¨ 10´10 Фр, Ey “ Ez “ Hx “ Hy “ 0,

Ex “ ´Hz “ E0sinpω0t ´ kz ´ π{2q, E0 “ 3 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0 “ 106 рад/с,
x0 “ y0 “ z0 “ 0, ~v0 “ ~0. а) t=0.7 ¨ 10´5 с . б) t=3.5 ¨ 10´5 с.

Сопоставление результатов расчета, представленных на рис. 2.2 и 2.3 показы-
вает полное совпадение расчетов по методу Дормана-Принса и аналитического
решения. Траектория, построенная методом PIC, хорошо согласуется с аналити-
ческим решением, полученным на рис. 2.3.
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В [3] доказано, что в системе отсчета, в которой частица в среднем покоится,
частица движется по симметричной 8-образной траектории. На рис. 2.4(а) изобра-
жена траектория электрона в лабораторной системе координат, а на рис. 2.4(б) –
в системе координат, в которой электрон в среднем покоится. Как можно видеть,
траектория на рис. 2.4(б) – восьмерка. Траектория рассчитана численно с помо-
щью метода Дормана-Принса. Рис. 2.4(б) получен последовательным вычитанием
из точек рис. 2.4(а) расстояния, равного произведению средней скорости частицы
за период на соответствующее точке траектории время [21]. Средняя скорость:

xvy “
q2E2

0

4m2cω2
0

, (2.41)

где E0 – амплитуда электрического поля, ω0 – несущая частота волны, q – заряд
частицы, m – масса частицы, c – скорость света. Траектория получилась похожей
на восьмерку, что подтверждает совпадение численных расчетов с теорией [3].

Рис. 2.4: Траектория электрона в поле плоской электромагнитной волны. m “

9.1 ¨ 10´28 г, q “ ´4.8 ¨ 10´10 Фр, Ey “ Ez “ Hx “ Hy “ 0, Ex “ Hz “ E0sinpω0t´

kz ´ π{2q, E0 “ 3 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0 “ 106 рад/с, x0 “ y0 “ z0 “ 0, ~v0 “ ~0. а) в
лабораторной системе отсчета, б) в системе отсчета, в которой частица в среднем
покоится.

Сопоставим зависимость дрейфа заряженной частицы от начальной фазы в
плоской электромагнитной волне, полученную в результате численных расчетов,
с аналитическим решением. Численные расчеты при Φ “ ´π

2 (рис. 2.2) показы-
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вают отсутствие дрейфа по направлению электрического поля, что совпадает с
результатами работы [21]. В случае другого значения фазы, кроме π

2 `πn (n P Z),
дрейф есть. На рис. 2.5 изображена траектория электрона в поле плоской волны
при значениях фазы а) Φ0 “ π, б) Φ0 “ 4π{3. Результаты, представленные на рис.
2.4, 2.5 показывают хорошее совпадение численного решения с аналитическим.

Рис. 2.5: Траектория электрона в поле плоской электромагнитной волны при раз-
личных значениях начальной фазы. Ey “ Ez “ Hx “ Hy “ 0, Ex “ Hz “

E0sinpω0t ´ kz ` Φ0q, E0 “ 3 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0 “ 106 рад/с, x0 “ y0 “ z0 “ 0,
~v0 “ ~0. а) Φ0 “ π, б) Φ0 “ 4π{3.
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2.3 Сопоставление дрейфа электрона вдоль электрического

поля, вычисленного по данным численного решения и

полученного методом возмущений.

В работе [21] проводится анализ движения заряженной частицы в неодно-
родной, поперечно-электрической электромагнитной волне методом возмущений.
Данный метод справедлив лишь при небольших отклонениях частицы от началь-
ной точки, а также при значении параметра eE

mcω ăă 1. Однако, данный метод поз-
воляет установить некоторые свойства движения частицы в неоднородной волне,
в том числе, справедливые и для плоской волны. Одним из таких свойств являет-
ся отсутствие дрейфа частицы в направлении электрического поля при значениях
фазы Φ1 “ Φ2 “

π
2 ` πn, n P Z. Проверим, выполняется ли данное свойство

при численном моделировании по предложенному методу. Как можно видеть на
рис. 2.6, дрейф электрона в направлении электрического поля (вдоль оси OX)
отсутствует при Φ1 “ Φ2 “ π{2.

Из результатов численного моделирования можно сделать заключение, что при
Φ1,Φ2 ‰

π
2 ` πn, n P Z имеет место дрейф заряженной частицы в направле-

нии электрического поля. Это показано на рис. 2.7 для случая движения элек-
трона в неоднородной электромагнитной волне при значениях начальной фазы
Φ1 “ Φ2 “ 0. Как будет показано ниже, величина этого дрейфа зависит также от
таких параметров, как начальные координаты частицы, начальная скорость, на-
правляющие углы неоднородной волны, амплитуда электрического и магнитного
полей и несущая частота волны.
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Рис. 2.6: а) Траектория электрона в поле неоднородной волны. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ π{2, ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 10´2

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5001 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ω0q. Время моделирования T “ 5000dt. б) Проекция траектории на
плоскость XY.
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Рис. 2.7: а) Траектория электрона в поле неоднородной волны. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 10´2

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5001 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ω0q. Время моделирования T “ 5000dt. б) Проекция траектории на
плоскость XY.
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Глава 3

Анализ результатов численных

экспериментов по исследованию

трехмерной траектории электрона в

неоднородной электромагнитной волне.

3.1 Зависимость траектории электрона от параметров вол-

ны.

При распространении радиоволн в ионосфере необходимо учитывать микрофи-
зические процессы взаимодействия электромагнитного поля радиоволны и заря-
женных компонент ионосферной плазмы, в первую очередь, наиболее динамичной
компоненты – электронов. В разделе приведены результаты анализа численного
решения нелинейной системы уравнений с переменными коэффициентами (1.1),
описывающей движение электрона в поле неоднородной электромагнитной волны.
Нахождение зависимости траектории электрона от параметров волны выполня-
лось с помощью численного решения системы уравнений (1.2) методом Дормана-
Принса. Рассмотрим, следуя рис. 1.1 и уравнениям (1.2), случай неоднородной
волны, создаваемой двумя плоскими электромагнитными волнами.

Электрические поля плоских волн в этом случае имеют вид, следуя формуле
(1.2):
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Ep1qx “ E sinϕ sin pω0t` Φ´ kx cosϕ cos θ1 ´ ky sinϕ cos θ1 ´ kz sin θ1q ,

Ep2qx “ E sinϕ sin pω0t` Φ` kx cosϕ cos θ1 ` ky sinϕ cos θ1 ´ kz sin θ1q ,

Ex “ 2E sinϕ sin pω0t` Φ´ kz sin θ1q cospkx cosϕ cos θ1 ` ky sinϕ cos θ1q ,

(3.1)

Ep1qy “ ´E cosϕ sin pω0t` Φ´ kx cosϕ cos θ1 ´ ky sinϕ cos θ1 ´ kz sin θ1q ,

Ep2qy “ ´E cosϕ sin pω0t` Φ` kx cosϕ cos θ1 ` ky sinϕ cos θ1 ´ kz sin θ1q ,

Ey “ ´2E cosϕ sin pω0t` Φ´ kz sin θ1q cospkx cosϕ cos θ1 ` ky sinϕ cos θ1q .

(3.2)

Из уравнений (3.1), (3.2) следуют уравнения плоскостей нулевого электриче-
ского поля, параллельных оси OZ:

kx cosϕ cos θ1 ` ky sinϕ cos θ1 “ π p1{2` nq , n P Z. (3.3)

В результате взаимодействия двух плоских электромагнитных волн образуется
интерференционная структура, в которой плоскости нулевого поля определяются
уравнением (3.3).

Пусть электрические поля ~E1, ~E2 параллельны оси OX, а магнитные поля
и волновые вектора лежат в плоскости Y Z. В этом случае ϕ1 “ ϕ2 “ π{2;
ψ1 “ ψ2 “ 0. Из формулы (3.3) следует, что плоскости нулевого электрического
поля будут перпендикулярны оси OY . Если электрон инжектировать в точку с ко-
ординатами y0 “

λ
4sinpπ2´θ1q

с ненулевой начальной скоростью, направленной вдоль
осиOY , то траектория будет расположена между плоскостями, в которых достига-
ется максимум электрического поля в интерференционной структуре. На рис. 3.1
изображена траектория электрона в неоднородной электромагнитной волне в ре-
зультате решения уравнения (1.1). Электрон совершает осциллирующее движение
с несущей частотой волны ω0 по оси OX, 2ω0 по оси OZ и Ω по оси OY . В рабо-
те [21] представлено приближенное выражение, полученное методом возмущений,
для колебаний частицы в направлении OY с частотой Ω “

πv0y
a , где a “ λ

2sinpπ2´θ1q
.

В численном решении (рис. 3.1) перечисленные осцилляции (с частотами ω0, 2ω0

и Ω) находятся в общей постановке с учетом всех физических эффектов.
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Рис. 3.1: Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной волны при
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106 Гц,
E0 “ 2¨10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5¨104

см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ω0q, время моделирования T “ p2500qdt.

На рис. 3.2(а) приведена траектория электрона в поле обыкновенной неодно-
родной электромагнитной волны. Геомагнитное поле ~B0 направлено по оси OX.
Траектория лежит на цилиндрической поверхности, параллельной OX. Траек-
тория электрона в поле необыкновенной неоднородной электромагнитной волны
изображена на рис. 3.2(б). Постоянное магнитное поле ~B0 направлено по оси OY.
Траектория электрона находится между максимумами интерференционной струк-
туры.
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Рис. 3.2: Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной вол-
ны в постоянном магнитном поле B0 “ 50 мкТл. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q,
pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц. Начальные коорди-
наты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 50 м, начальная скорость v0x “ v0z “ 0

м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с. Шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q. Время моделирования
T “ 1340dt. а) Обыкновенная волна. б) Необыкновенная волна.
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В разделах 3.1.1 и 3.1.2 изложены результаты исследования зависимости тра-
ектории от параметров волны: углов ϕi, θi, ψi, амплитуды электрического и маг-
нитного полей, несущей частоты и начальной фазы.

3.1.1 Зависимость траектории электрона от направляющих углов.

Направляющие углы определяют структуру электромагнитной волны, а также
характер движения заряженной частицы в данной волне. Условия, при которых
электрон совершает периодические движения с частотой Ω, симметричные отно-
сительно плоскости, перпендикулярной оси OY , для углов следующие: ϕ1 “ ϕ2,
θ1 ` θ2 “ π, ψ1 “ ψ2. При ψ1 ‰ ψ2 траектория станет асимметричной, что можно
видеть на рис. 3.3. Асимметрия возникает в силу того, что электрические поля
первой и второй волны отличаются.

Рис. 3.3: Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной волны
при pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; π{100000q, Φ1 “ Φ2 “ 0,
ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Шаг
по времени dt “ 2π{p100ω0q, время моделирования T “ p5000qdt.
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При увеличения различия между углами траектория будет изменяться. Напри-
мер, при ψ1 “ 0, ψ2 “ π{12 траектория изображена на рис. 3.4. При неравенстве
углов ϕ1 и ϕ2 плоскости нулевого электрического поля будут направлены под уг-
лом к оси OY , отличным от π{2 . При θ1 ` θ2 ‰ π данные плоскости не будут
параллельны OZ.

Рис. 3.4: а) Траектория электрона в поле неоднородной волны при pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3;π{12q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 10´2

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ω0q, время моделирования T “ p5000qdt. б) Проекция траектории
электрона на плоскость XY.

Как следует из уравнений (1.1) – (1.3), скорость частицы также зависит от
направляющих углов. На рис. 3.5 приведена зависимость максимальной скорости
электрона от углов ψ1, θ1, при старте из окрестности максимума интерференци-
онной картины. Максимальная скорость достигает значения „ 8.5 ¨ 109 см/с, при
значении ψ1 “ 60˝, θ1 „ 80˝. Наименьшее значение скорости электрона достигает-
ся при углах ψ1, θ1, удовлетворяющих условию ψ1 “ 90˝ ´ θ1.
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Рис. 3.5: Зависимость максимальной скорости электрона от углов ψ1, θ1. θ2 “ π´θ1,
ϕ1 “ ϕ2 “ π{2, ψ2 “ 0, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 10´2 ед.СГС. Начальные
координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 2.9 ¨ 104 см, начальная скорость
v0x “ v0z “ v0y “ 0 см/с. Шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q, время моделирования
T “ p5000qdt.



49

3.1.2 Зависимость скорости электрона от амплитуды и частоты элек-
трического поля неоднородной волны.

Как известно, распространение радиоволн в ионосфере зависит в том числе от
подвижности электронов, которая определяется амплитудой электрического по-
ля волны и упорядоченной скоростью электронов. В связи с этим представляет
интерес анализ зависимости скорости электрона от параметров электромагнитной
волны. Зависимость максимальной скорости электрона в течение времени 2π

Ω от ам-
плитуды электрического поля и несущей частоты волны в случае, когда частица
стартует из окрестности максимума интерференционной структуры, показана на
рис. 3.6. Скорость возрастает с возрастанием поля и убыванием частоты. Рис. 3.6
показывает близкий к экспоненциальному рост максимальной скорости при зна-
чениях амплитуды электрического поля E0 „ 10´2 ед.СГС. При фиксированном
значении несущей частоты рост максимальной скорости с увеличением амплитуды
электрического поля стремится к линейному.

Рис. 3.6: Зависимость максимальной скорости электрона от амплитуды поля и
несущей частоты. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “

Φ2 “ 0. Начальные координаты x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 2.9 ¨ 104 см, начальная
скорость v0 “ 0 см/с, шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q, время моделирования
T “ p5000qdt.
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Далее рассмотрим случай, когда частица стартует из плоскости нулевого элек-
трического поля с некоторой начальной скоростью.

Рис. 3.7 наглядно демонстрирует увеличение скорости vx при движении заряда
от точки с координатами x0 “ z0 “ 0, y0 “ 1.5 ¨ 104 см до точки на оси OY ,
где vy “ 0. Положение точки на оси OY , где vy “ 0, определяется начальной
скоростью и несущей частотой.

Рис. 3.7: Зависимость компоненты скорости vx электрона в поле неоднородной
волны от координаты электрона y. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “

pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц. Шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q, время
моделирования T “ p5000qdt. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. а)
E0 “ 10´2 ед.СГС., б). E0 “ 2 ¨ 10´2 ед.СГС.
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На рис. 3.8 и 3.9 представлены результаты вычислений зависимости скоро-
сти электрона vx и величины электрического поля Ex (в точке с координатами
частицы) от времени при различных амплитудах электрического поля неоднород-
ной электромагнитной волны. Как следует из рисунков, модулирующая частота Ω

увеличивается с увеличением амплитуды электрического поля E0. Максимальная
же скорость электрона в данном численном эксперименте незначительно меняется
при увеличении амплитуды электрического поля.

Рис. 3.8: Компонента скорости vx электрона в поле неоднородной волны.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц.
Шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q, время моделирования T “ p5000qdt. Началь-
ные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см, начальная скорость
v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. а). E0 “ 10´2 ед.СГС. б) E0 “ 2 ¨ 10´2

ед.СГС.
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Как следует из рис. 3.9, составляющая электрического поляEx при измерении в
точке с координатами частицы, модулирована с частотой Ω, увеличивающейся при
увеличении амплитуды электрического поля E0 неоднородной электромагнитной
волны.

Рис. 3.9: Зависимость электрического поля в точке, в которой находится электрон
в поле неоднородной волны, от времени. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “

pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц. Шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q, время
моделирования T “ p5000qdt. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. а).
E0 “ 10´2 ед.СГС. б) E0 “ 2 ¨ 10´2 ед.СГС.
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3.2 Зависимость траектории электрона от начальных коор-

динат и скорости.

Рассмотрим зависимость траектории электрона от начальных координат. Учи-
тывая симметрию интерференционной структуры относительно оси OX, началь-
ная координата x0 не влияет на траекторию. Выбор начальной координаты z0

влияет на значение начальной фазы, которая определяет дрейф электрона в на-
правлении электрического поля. Этот дрейф отсутствует при значении фазы Φ1 “

Φ2 “ π{2. Выявлена существенная зависимость вида траектории от начальной ко-
ординаты y0: дрейф отсутствует при y0 “

λ
4cosθ1

p1 ` 2nq, при условии нулевых
начальных скоростей по осям OX и OZ. На рис. 3.10 показана траектория элек-
трона в случае, если начальная координата не совпадает с плоскостями нулевого
электрического поля y0 “

λ
4cosθ1

p1 ` 2nq. В этом случае имеет место дрейфовое
движение частицы по оси OX а также дрейф по оси OZ (рис. 3.10).

Рис. 3.10: Траектория электрона в поле неоднородной волны. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 10´2

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5005 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ωq, время моделирования T “ p5000qdt.
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На рис. 3.11 представлена траектория электрона при различных значениях
начальной скорости. Начальная скорость влияет на фазу, в которой электрон до-
стигнет верхней точки траектории и, соответственно, каким образом будет про-
исходить движение обратно, до плоскости нулевого электрического поля: на рис.
3.11(а,б) движение от минимума интерференционной картины к максимуму и от
максимума к минимуму близко к синфазному, а на рис. 3.11(в,г) – в противофазе.

Рис. 3.11: Траектория электрона в поле неоднородной волны. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 5 ¨ 10´2

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨104 см. a) Тра-
ектория электрона с начальной скоростью v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.8 ¨109 см/с,
время моделирования T “ 3000dt. б) Проекция траектории на плоскость XY. в)
Траектория электрона с начальной скоростью v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107

см/с, время моделирования T “ 1000dt. г) Проекция траектории на плоскость XY.
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На рис. 3.12(а) скорость изменения амплитуды траектории в направлении OY
до точки перегиба имеет положительную производную, а после – отрицательную, и
огибающая траектории становится выпуклой. При малых скоростях (рис. 3.12(б))
электрон не долетает до точки перегиба, поэтому траектория вогнутая.

Рис. 3.12: Проекция траектории электрона в поле неоднородной волны.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106 Гц,
E0 “ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104

см. Шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q. а) Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c,
v0y “ ´1.18 ¨ 109 см/с. Время моделирования T “ 12000dt. б) начальная скорость
v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Время моделирования T “ 5000dt.
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При решении уравнений (1.1) необходимо учитывать следующее. В неоднород-
ном осциллирующем электромагнитном поле возникают нелинейные явления, свя-
занные с появлением пондеромоторных сил. В работах [25] в приближении, когда
движение электрона может быть представлено как комбинация медленно меня-
ющейся составляющей ~r1ptq и быстро осциллирующей с несущей частотой вол-
ны составляющей ~r2ptq, вводится усредненная сила, пропорциональная gradxE2y,
ускоряющая частицу в сторону меньшего поля и тормозящая в сторону большего
поля. При низких начальных скоростях электрон не сможет преодолеть пондеро-
моторную силу, и его траектория будет находиться между максимумами интер-
ференционной структуры. Условие, при котором электрон пересечет максимум
линейной интерференционной структуры:

m 9r2
1

2
ą Up~r1q, (3.4)

где U “ e2E2

4mω2
0
– пондеромоторный потенциал. Предельное значение начальной

скорости vlim, при которой электрон преодолеет действие пондеромоторной силы и
пересечет максимум линейной интерференционной структуры, находится из (3.4)
[23]:

vlim “
eE

?
2mω0

, (3.5)

Соотношение (3.5) получено при целом ряде ограничений [21] и не применимо
при решении задачи в нелинейной постановке.

Сравним полученное приближенное значение пороговой начальной скорости
(3.5) с результатами численного моделирования. Данный численный эксперимент
поможет лучше понять суть пондеромоторной силы.

Пусть электрон стартует с начальной скоростью, направленной по оси OY:
v0y “ ´8.9 ¨ 109 см/c, в точке с координатами p0; 1.2 ¨ 105; 0q см. Частота волны
ω0 “ 2π ¨1.25¨105 рад/с, амплитуда электрического поля плоских волн, из которых
состоит неоднородная волна, E0 “ 10´2 ед.СГС. Теоретическое значение предель-
ной скорости, полученной из формулы (3.5): vlim “ eE?

2mω0
« 9.5 ¨ 109 см/с. То есть

электрон стартует в точке нулевого электрического поля со скоростью чуть ниже
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предельной. Траектория электрона изображена на рис. 3.13. Траектория электро-
на находится между максимумами интерференционной структуры. На рис. 3.13(б)
изображена проекция траектории на плоскость XY.

Рис. 3.13: а) Траектория электрона в поле неоднородной волны. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 1.25 ¨ 105 Гц, E0 “ 10´2

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 12.0 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´8.9 ¨ 109 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ω0q. Время моделирования T “ 1400dt. б) Проекция траектории на
плоскость XY.
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Теперь проведем тот же эксперимент, но с начальной скоростью, превышающей
предельную скорость v0y “ ´9.6 ¨ 109см/c. Траектория электрона изображена на
рис. 3.14.

Рис. 3.14: а) Траектория электрона в поле неоднородной волны. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 1.25 ¨ 105 Гц, E0 “ 102

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 12.0 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´9.6 ¨ 109 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ω0q. Время моделирования T “ 1500dt. б) Проекция траектории на
плоскость XY.

Результаты, полученные в данном разделе, показывают хорошее совпадение
теоретического значения предельной скорости, полученной аналитически (3.5) [23],
с результатами численного моделирования.

Таким образом, в данном разделе показано, что характер движения частицы
зависит от значения начальных координат частицы: при старте не из плоскости
нулевого электрического поля имеет место дрейф в случаях, когда значение на-
чальной фазы Φ ‰ π

2 . Показано, что траектория частицы будет находиться в пре-
делах интерференционной ячейки при определенных начальных скоростях.
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3.3 Инжекция электронов в неоднородную электромагнит-

ную волну.

3.3.1 Тестирование разработанной программы для моделирования ин-
жекции электронов в неоднородную электромагнитную волну.

Проведем тестирование разработанного программного комплекса для модели-
рования инжекции электронов в неоднородную электромагнитную волну на при-
мере плоской однородной монохроматической волны и проведем сопоставление с
ранее полученными результатами. В работах [21, 22] исследовано распределение
электронов, инжектированных в плоскую монохроматическую электромагнитную
волну.

Следуя работам [21, 22], электрическое и магнитное поля в данной волне зада-
ются в следующем виде:

Ex “ E0 sinpω0t´ ky ` Φq,

Hz “ H0 sinpω0t´ ky ` Φq,

Ey “ Ez “ Hx “ Hy “ 0,

где ω0 – несущая частота, k – волновой вектор, Φ – начальная фаза волны.
Электроны инжектируются в волну с начальной скоростью 0 см/c в точке с

координатами p0, 0, 0q. Траектории электронов при разном значении начальной
фазы приведены на рис. 3.15.

Как известно [3, 21], траектория электрона в поле плоской однородной волны
подобна восьмерке в системе координат, в которой электрон в среднем покоится.
Скорость электрона имеет две составляющие, связанные с дрейфом электрона и
колебанием с несущей частотой волны. Скорость дрейфа электрона по оси, па-
раллельной волновому вектору (OY ), всегда положительна, вне зависимости от
фазы волны, при которой электрон был инжектирован. Скорость же дрейфа по



60

Рис. 3.15: Траектория электрона в поле плоской электромагнитной волны с ампли-
тудой электрического и магнитного полей E0 “ H0 “ 0.33 ¨ 102 ед.СГС, частотой
ω0

2π “ 109 Гц. Начальные координаты электрона: x0 “ y0 “ z0 “ 0 см, начальная
скорость – 0 см/c. Начальные фазы: а) Φ “ π{3, б) Φ “ π{2, в)Φ “ 2π{3. Шаг по
времени dt “ 2π{p100ω0q, время моделирования T “ p5000qdt.

оси, совпадающей с направлением электрического поля, зависит от фазы, может
быть положительной, отрицательной и равной нулю. Результаты моделирования
на рис. 3.15 иллюстрируют это. Скорость дрейфа электрона на рис. 3.15а) по оси
OX отрицательна, на рис. 3.15(б) равна нулю, а на рис. 3.15(в) - положительна.
Максимальное значение скорости дрейфа будет достигаться при Φ “ 0. В случае
Φ “ π{2 дрейф электрона по OX отсутствует. При Φ “ π скорость дрейфа бу-
дет снова максимальна по модулю, но противоположна по направлению (случай
Φ “ 0). Т.о., при Φ “ πn скорость дрейфа по оси OX максимальна по модулю.

Будем инжектировать электроны в плоскую монохроматическую электромаг-
нитную волну с характеристиками, указанными в подписи к рис. 3.16.
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Рис. 3.16: Распределение электронов, инжектированных в плоскую электромаг-
нитную волну с амплитудой электрического и магнитного полей E0 “ H0 “

3.3 ¨ 10´2 ед.СГС, частотой ω0

2π “ 106 Гц. Начальные координаты электронов
x0 “ y0 “ z0 “ 0 см, начальная скорость v0 “ 0 см/c, начальная фаза Φ “ 0.
Электроны инжектируются через интервалы dt “ 0.01T0 на протяжении 2T0, где
T0 “

2π
ω0

- период волны. Представлено распределение электронов через 2T0 после
инжекции первого электрона.

В распределении инжектированных электронов в поле плоской однородной мо-
нохроматической волны в плоскости XY наблюдается асимметрия, которую мож-
но объяснить следующим образом. Первый электрон стартует, когда волна имеет
фазу Φ “ 0, и через 2T0 оказывается правее и выше остальных, успевает проле-
теть наибольшее расстояние, т.к. при Φ “ πn значение скорости дрейфа вдоль
электрического поля является максимальным. Кроме того, при Φ “ πn дрейф в
направлении волнового вектора является максимальным и, в отличие от дрейфа
вдоль электрического поля, не меняет своего направления. Положение максиму-
мов и минимумов в распределении инжектированных электронов определяется
значением начальной фазы и временем движения электрона, которые определяют
интенсивность указанных выше дрейфов. Таким образом, максимумы в распреде-
лении электронов (рис. 3.16) соответствуют значениям фазы волны Φ “ πn, n P Z.

В [21] вводится параметр η “ eE0λ
2πmc2 . Физический смысл числителя - энергия,
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которую электрон может набрать на длине волны λ. Физический смысл знамена-
теля - энергия покоя электрона. Подставив значения e,m, c, получаем η “ E0λ

104 , т.е.
η определяется амплитудой электрического поля E0 и несущей частотой волны ω0.
В одном из численным расчетов [22] η “ 0.1. В приведенном ниже эксперименте
E0 и ω0 подобраны таким образом, чтобы η “ 0.1.

Следуя [22], проведем следующий эксперимент: будем инжектировать электро-
ны в волну с промежутком dT “ 0.01T0, где T0 “

2π
ω0

- период волны, в течение
времени 7T0. Потом, еще через период, т.е. в момент времени 8T0, зафиксируем
положение электронов. Электроны движутся в плоскости XY , т.к. электрическое
поле плоской волны направлено по оси OX, а волновой вектор - по оси OY . На
рис. 3.17 показано интересующее нас распределение электронов в координатах
x{λ, y{λ.

Рис. 3.17: Распределение электронов, инжектированных в плоскую электромаг-
нитную волну с амплитудой электрического и магнитного полей E0 “ H0 “

3.3 ¨ 10´2 ед.СГС, частотой ω0

2π“ 106 Гц. Начальные координаты электронов x0 “

y0 “ z0 “ 0 см, начальная скорость v0 “ 0 см/c, начальная фаза Φ “ 0. Электроны
инжектируются через интервалы dt “ 0.01T0 на протяжении 7T0. Представлено
распределение электронов через 8T0 после инжекции первого электрона, т.е. меж-
ду инжекцией последнего электрона и окончанием моделирования прошел один
период T0.
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Выполненное тестирование результатов численных расчетов по распределению
инжектированных электронов (рис. 3.17) по данным, представленным в статье
[22], показывает полное совпадение и подтверждает возможность использования
разработанного программного комплекса для сложных численных расчетов.

3.3.2 Особенности траектории электронов в неоднородной электромаг-
нитной волне, определяющие режимы инжекции электронов.

Перейдем к исследованию распределения инжектированных электронов в неод-
нородной электромагнитной волне.

Как было указано ранее, структура траектории определяется следующими па-
раметрами: амплитуда, начальная фаза, частота волны, начальные координаты и
скорости электрона, а также углами pϕi, θi, ψiq.

Ниже будет приведен ряд численных экспериментов по инжекции электронов
в неоднородную электромагнитную волну. Электроны будут инжектироваться из
плоскости нулевого электрического поля с ненулевой начальной скоростью, на-
правленной по оси OY , через равные промежутки времени. После вылета послед-
него визуализируется положение всех электронов. Распределение электронов за-
висит от фазы волны, поэтому рассмотрим эволюцию траектории электрона в ин-
терференционной структуре, образованной двумя плоскими монохроматическими
волнами, в зависимости от фазы волн при заданных начальной скорости и углах.

На рис. 3.18-3.22 изображены основные типы траектории электрона в неодно-
родной электромагнитной волне и их проекции на плоскость XY, в зависимости от
начальной фазы Φ. Число шагов по времени N “ 1520. Как следует из рис. 3.18-
3.22, начальная фаза является управляющим параметром, определяющим струк-
туру траектории электрона.
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Рис. 3.18: а). Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной вол-
ны. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 5˝. ω0

2π “ 106

Гц. E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона: x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 1.5 ¨104 см. Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨107 см/с. Шаг
по времени dt “ 2π

100ω0
. Время моделирования T “ 1520dt. б). Проекция траектории

на плоскость XY .

Рис. 3.19: а). Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной вол-
ны. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 65˝. ω0

2π “ 106

Гц. E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона: x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см. Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
Шаг по времени dt “ 2π

100ω0
. б). Проекция траектории на плоскость XY .
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Рис. 3.20: а). Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной вол-
ны. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 95˝. ω0

2π “ 106

Гц. E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона: x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см. Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
Шаг по времени dt “ 2π

100ω0
. б). Проекция траектории на плоскость XY .

Рис. 3.21: а). Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной вол-
ны. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 125˝.
ω0

2π “ 106 Гц. E0 “ 3.3¨10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона: x0 “ z0 “ 0

см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см. Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
Шаг по времени dt “ 2π

100ω0
. б). Проекция траектории на плоскость XY .
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Рис. 3.22: а). Траектория электрона в поле неоднородной электромагнитной вол-
ны. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 150˝.
ω0

2π “ 106 Гц. E0 “ 3.3¨10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона: x0 “ z0 “ 0

см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см. Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
Шаг по времени dt “ 2π

100ω0
. б). Проекция траектории на плоскость XY .

Следует отметить, что на рис. 3.21 траектория симметрична относительно
плоскости нулевого электрического поля. Представленные типовые траектории
электрона в поле неоднородной волны будут использованы при расчете распре-
деления инжектированных электронов.

3.3.3 Распределение электронов при инжекции в неоднородную элек-
тромагнитную волну при отсутствии внешнего магнитного поля.

Проведено исследование распределения электронов при инжектировании в по-
ле неоднородной электромагнитной волны, в том числе, обыкновенной и необык-
новенной. На рис. 3.23 представлено распределение электронов, инжектирован-
ных в неоднородную электромагнитную волну. Изображенная на рисунке линей-
ная структура является образующей конуса второго порядка, на которой находят-
ся траектории инжектированных электронов. Вершиной данного конуса является
точка инжекции. Воздействие неоднородных электромагнитных волн на плазму
может сопровождаться появлением динамических образований в плазме, размеры
которых определяются параметрами неоднородных электромагнитных волн.

Угол наклона к оси OX проекции 3d-изображения распределения инжектиро-
ванных электронов на плоскости XY определяется в основном начальной фазой,
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Рис. 3.23: Распределение электронов, инжектированных через равные промежут-
ки времени в неоднородную электромагнитную волну. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q,
pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС. ω0

2π “ 106 Гц.
Начальные координаты электрона: x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см. Начальная
скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Промежуток между инжекти-
рованием dt “ 2π

100ω0
“ 10´8с. Координаты электронов фиксируются через время

t “ 1620dt “ 1.62 ¨ 10´5с.

являющейся управляющим параметром для определения проекции инжектиро-
ванных электронов на плоскость XY . Таким образом, начальную фазу можно
использовать в качестве управляющего параметра для создания режима враще-
ния области распределения инжектированных электронов по упомянутой выше
конической поверхности.

Следует отметить, что сечение конусной поверхности, в пределах которой на-
ходятся траектории инжектированных электронов, имеет соотношение масштабов
по осям OX и OZ „ 10´2. В связи с этим распределение электронов колеблется
практически в одной плоскости в пределах угла раствора конической поверхности.

Как можно видеть на рис. 3.24, угол поворота распределения электронов зави-
сит от момента времени, в который фиксируется это распределение. Распределе-
ние электронов вдоль образующей конуса второго порядка (линейная структура)
описывает за период волны 100dT полный цикл относительно вершины конуса.
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Рис. 3.24: Распределение электронов, инжектированных через равные промежутки
времени в неоднородную электромагнитную волну при разных значениях времени
моделирования: a). T “ 1620dt. б) T “ 1650dt. в). T “ 1670dt. г). T “ 1720dt.

pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. E0 “ 3.3 ¨ 10´2

ед.СГС. ω0

2π “ 106 Гц. Начальные координаты электрона: x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨

104 см. Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Промежуток
между инжектированием dT “ 2π

100ω0
“ 10´8 с.
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Как можно видеть из рис. 3.18-3.22, траектория электрона будет различать-
ся в зависимости от начальной фазы. Исследуем, как зависит ширина разброса
электронов вдоль оси OX от таких характеристик, как амплитуда и частота поля
волны, а также от начальной скорости электрона. В качестве критерия изменения
распределения электронов будем использовать ширину распределения электронов
вдоль оси OX в заданный момент времени в нижней части структуры инжекти-
рованных электронов.

Для исследование влияния амплитуды поля на ширину разброса электронов
уменьшим амплитуду поля в 2 раза по сравнению с амплитудой поля на рис.
3.25(а). Результаты расчетов представлены на рис. 3.25(б). Ширина разброса элек-
тронов уменьшилась в 2 раза по сравнению с рис. 3.25(а).

Для исследование влияния частоты поля на ширину разброса электронов умень-
шим частоту в 2 раза по сравнению с частотой на рис. 3.25(а). Полученный ре-
зультат изображен на рис. 3.25(в). Ширина разброса электронов увеличилась в 2
раза по сравнению с рис. 3.25(а).

Для исследование влияния начальной скорости электрона на ширину разброса
электронов уменьшим начальную скорость в 2 раза по сравнению со скоростью на
рис. 3.25(а). Результаты расчетов представлены на рис. 3.25(г). Ширина разброса
электронов уменьшилась в 2 раза по сравнению с рис. 3.25(а).
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Рис. 3.25: Распределение электронов, инжектированных в неоднородную электро-
магнитную волну при разных значениях амплитуды электрического поля, несу-
щей частоты волны и начальной скорости электрона, направленной по оси OY.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. Промежуток
между инжектированием dt “ 2π

100ω . Координаты электронов фиксируются через
время t “ 1620dt. а). E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0

2π “ 106 Гц, v0y “ ´5 ¨ 107 см/c,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см; б). E0 “ 1.65 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0

2π “ 106 Гц, v0y “ ´5 ¨ 107 см/c,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см; в). E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0

2π “ 0.5 ¨ 106 Гц, v0y “ ´5 ¨ 107 см/c,
y0 “ 3.0 ¨ 104 см; г). E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС, ω0

2π “ 106Гц, v0y “ ´2.5 ¨ 107 см/c,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см.
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Таким образом, ширина разброса электронов пропорциональна амплитуде по-
ля и начальной скорости электрона и обратнопропорциональна частоте.

Если же инжектировать электроны в одной и той же фазе и фиксировать время
расчета интервалом 5dT , то электроны не будут концентрироваться в линейную
структуру (рис. 3.26), а заполнят всю траекторию.

Рис. 3.26: Распределение электронов, инжектированных в неоднородную электро-
магнитную волну при одинаковой фазе. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “

pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. Промежуток между инжектированием dt “ 2π
100ω . По-

ложение электронов замеряется через моменты времени, отличающиеся на 5dt.
E0 “ 3.3 ¨ 10´2 ед.СГС, частотой ω0

2π “ 106 Гц. Начальные координаты электро-
на: x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см. Начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c,
v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
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3.3.4 Распределение электронов при инжектировании в обыкновен-
ную и необыкновенную волны в ионосфере.

Рассмотрим инжекцию электронов в плоскую и неоднородную электромагнит-
ную волну для случаев обыкновенной и необыкновенной волны.

На рис. 3.27(а) изображено распределение электронов при инжекции в плоскую
обыкновенную волну. На рис. 3.27(б) приведена проекция данного распределения
на плоскость XY . Электроны, как и следовало ожидать, расположены на образу-
ющей цилиндра, параллельной магнитному полю.

Рис. 3.27: Распределение электронов, инжектированных в поле плоской обыкно-
венной электромагнитной волны через равные промежутки времени dτ “ 1000dT ,
где dT “ 2π

100ω0
при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл. Координаты элек-

тронов фиксируются через время t “ 106dT “ 3.3 ¨ 10´4 с. pϕ; θ;ψq “ pπ{2; 0; 0q,
Φ “ 0, ω0

2π “ 3 ¨106 Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0

м, y0 “ 50 м, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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На рис. 3.28 изображено распределение электронов при инжекции в неодно-
родную обыкновенную волну. Как и в случае отсутствия постоянного магнитно-
го поля, электроны концентрируются в квазистационарные линейные структуры,
являющиеся образующими конуса второго порядка, ограниченными полосой на
поверхности, огибающей траекторию, проходящей через нулевую точку. Однако
данный эффект наблюдается лишь когда dτ кратно 100dT , т.е. периоду волны, в
отличие от случая отсутствия магнитного поля.

Рис. 3.28: Распределение электронов, инжектированных в поле неоднородной
обыкновенной электромагнитной волны через равные промежутки времени dτ “
1000dT , где dT “ 2π

100ω0
при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл. Коорди-

наты электронов фиксируются через время t “ 106dT “ 3.3 ¨ 10´4 с. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц, E0 “ 30 В/м.
Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м, начальная скорость
v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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Рассмотрим инжекцию электронов в необыкновенную электромагнитную вол-
ну.

На рис. 3.29 изображено распределение электронов при инжекции в плоскую
необыкновенную волну.

Рис. 3.29: Распределение электронов, инжектированных в поле плоской необыкно-
венной электромагнитной волны через равные промежутки времени dτ “ 1000dT ,
где dT “ 2π

100ω0
при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨106 Гц, E0 “ 30 В/м.
Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м, начальная скорость
v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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На рис. 3.30 изображено распределение электронов при инжекции в неоднород-
ную необыкновенную волну. Угол поворота линии, вдоль которой концентрируют-
ся электроны, зависит от начальной фазы, а также от интервала между инжекцией
частиц.

Рис. 3.30: Распределение электронов, инжектированных в поле неоднородной
необыкновенной электромагнитной волны через равные промежутки времени
dτ “ 1000dT , где dT “ 2π

100ω0
при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл.

pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106

Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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В случае эллиптической поляризации неоднородной необыкновенной электро-
магнитной волны траектория имеет вид, представленный на рис. 3.31.

Рис. 3.31: Траектория электрона в поле неоднородной необыкновенной эллиптиче-
ски поляризованной электромагнитной волны при значении геомагнитного поля
B0 “ 50 мкТл. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{4; 0; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ p´π{4; 0; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0,
ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м,
y0 “ 50 м, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с. Шаг по
времени dt “ 2π

100ω0
. Время моделирования T “ 5000dt.
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Распределение электронов, инжектированных через равные промежутки вре-
мени в поле неоднородной, эллиптически поляризованной необыкновенной элек-
тромагнитной волны, изображено на рис. 3.32. Данное распределение уже не име-
ет форму линии на образующей конуса второго порядка, являющейся огибающей
траектории, поскольку в данном случае отсутствует необходимая для этого про-
странственная структура неоднородной электромагнитной волны.

Рис. 3.32: Распределение электронов, инжектированных в поле неоднородной
необыкновенной электромагнитной волны через равные промежутки времени
dτ “ 10dT , где dT “ 2π

100ω0
при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл.

pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{4; 0; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ p´π{4; 0; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц,
E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м, началь-
ная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с. Шаг по времени dt “ 2π

100ω0
.

Время моделирования T “ 5000dt.



78

3.4 Спектр излучения электрона в поле неоднородной элек-

тромагнитной волны.

Исследуем спектр излучения электрона в поле неоднородной электромагнит-
ной волны. Выпишем выражение для мощности излучения, также называемое
формулой Лармора:

P ptq “
dW

dt
“

2q2 9v2

3c3
.

Для построения спектра мощности нам необходимо выражение P pωq.
Используя равенство Парсеваля [136]:

`8
ż

´8

| 9~vpωq|2dω “

`8
ż

´8

| 9~vptq|2dt,

а также, т.к. | 9~vpωq| P R (т.е. мнимая часть = 0), учитывая

0
ż

´8

| 9~vpωq|2dω “

`8
ż

0

| 9~vpωq|2dω,

имеем [2]:

W “

`8
ż

´8

P ptqdt “

`8
ż

´8

2

3

q2

c3
9v2
ptqdt “

4q2

3c3

`8
ż

0

| 9~vpωq|2dω “

`8
ż

0

dW

dω
dω. (3.6)

Из (3.6) следует выражение для нахождения энергетического спектра излу-
чения заряженной частицы в поле электромагнитной волны [2]. Далее в работе
исследуется нормированный спектр P pωq “ dW

dω :

Fa2pωq “
3c3

4q2
P pωq “

3c3

4q2

dW

dω
“ | 9~vpωq|2, (3.7)

где a2 “ | 9~vpωq|2 – квадрат ускорения частицы.
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3.4.1 Зависимость спектра излучения электрона от направляющих уг-
лов неоднородной электромагнитной волны.

Рассмотрим неоднородную волну, сформированную двумя плоскими волнами
с параллельными электрическими полями и углом θ2 ´ θ1 между волновыми век-
торами. Как можно видеть на рис. 3.33 – 3.35, спектр зависит от угла θ2´θ1 между
волновыми векторами. При уменьшении данного угла модулирующая частота Ω

уменьшается. На рис. 3.33 – 3.35 имеет место эффект подавления несущей. На
рис. 3.42 дается пояснение о причинах подавления несущей частоты для данно-
го сигнала по OX и OY и отсутствии такового для составляющей по оси OZ.
Таким образом, возможно управлять боковыми частотами в спектре посредством
изменения направляющих углов.

Рис. 3.33: Нормированный спектр излучения электрона поле неоднородной волны.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; 5π{12; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 7π{12; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “

106 Гц, E0 “ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 5

?
3 ¨ 103 см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.

Ω
2π “ 0.01 ¨ 106 Гц.
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Рис. 3.34: Нормированный спектр излучения электрона в поле неоднородной вол-
ны. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106

Гц, E0 “ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “ 1.5 ¨ 104 см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
Ω
2π “ 0.02 ¨ 106Гц.
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Рис. 3.35: Нормированный спектр излучения электрона в поле неоднородной вол-
ны. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{6; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 5π{6; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106

Гц, E0 “ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см,
y0 “

15
2 sinπ{12 ¨ 103 см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107

см/с. Ω
2π “ 0.034 ¨ 106 Гц.
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На рис. 3.36 и 3.37 представлена зависимость частоты Ω от углов ψ, θ. Па-
раметры: несущая частота ω0

2π “ 106 Гц, амплитуда поля E0 “ 10´2 ед.СГС,
ϕ1 “ ϕ2 “ π{2, ψ2 “ 0, ψ “ ψ1 варьируем, как и θ1 “ π ´ θ2. На графике
α “ π{2´ θ1.

Рис. 3.36: Зависимость частоты Ω от углов θ1 и ψ1(ϕ1 “ ϕ2 “ π{2, θ2 “ π ´

θ1, ψ2 “ 0, Φ1 “ Φ2 “ 0), E0 “ 10´2 ед.СГС, ω0

2π “ 106 Гц. Начальные координаты
x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 2.9 ¨ 104 см, начальная скорость направлена по оси OY ,
v0y “ 5 ¨ 107 см/с.
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Рис. 3.37: Зависимость частоты Ω от углов θ1 и ψ1 (ϕ1 “ ϕ2 “ π{2, θ2 “ π ´

θ1, ψ2 “ 0, Φ1 “ Φ2 “ 0), E0 “ 10´2 ед.СГС, ω0

2π “ 106 Гц. Начальные координаты
x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 2.9 ¨ 104 см, начальная скорость направлена по оси OY ,
v0y “ 5 ¨ 107 см/с.
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Для объяснения спектра a2pωq удобно рассмотреть спектры компонент ускоре-
ния ax, ay, az.

На рис. 3.38 показана траектория электрона в поле неоднородной волны, для
которой построены спектры ax, ay, az составляющих ускорения.

Рис. 3.38: Траектория электрона в поле неоднородной волны. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц, E0 “ 0.1

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. Шаг по времени
dt “ 2π{p100ω0q. Время моделирования T “ 6000dt. На рисунке изображено 12
периодов TΩ “

2π
Ω .

На рис. 3.39 – 3.41 показаны спектры составляющих ускорения ax, ay, az элек-
трона в поле неоднородной волны.
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Как можно видеть, у компоненты vx спектр состоит из ω0 ´ Ω и ω0 ` Ω (рис.
3.39), где ω0 – несущая частота, а Ω

2π “ 1.98¨105 Гц – модулирующая частота. Здесь
несущая частота подавляется за счет изменения на π фазы vx в точке, выделенной
красным кругом на рис. 3.42.

Рис. 3.39: Спектр компоненты ускорения ax. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q,
pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц, Ω
2π “ 1.98 ¨ 105 Гц, E0 “ 0.1

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
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Спектр ay состоит из гармоники Ω, а также присутствуют небольшие гармо-
ники на частотах 2ω0 ´ Ω и 2ω0 ` Ω (рис. 3.40). Несущая частота 2ω0 подавлена
по той же причине, как и у ax.

Рис. 3.40: Спектр компоненты ускорения ay. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q,
pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц, Ω
2π “ 1.98 ¨ 105 Гц, E0 “ 0.1

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
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На рис. 3.41 представлен спектр az, который состоит из частот 2ω0, 2ω0 ˘ 2Ω.

Рис. 3.41: Спектр компоненты ускорения az. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q,
pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106 Гц, Ω
2π “ 1.98 ¨ 105 Гц, E0 “ 0.1

ед.СГС. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с.
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На рис. 3.42 показаны зависимости компонент ускорения ax и az от времени
для демонстрации эффекта подавления несущей, возникающего из-за скачка фазы
у ax (рис. 3.42(а)). Для az скачок фазы отсутствует. Черным цветом показана
огибающая. Красным кружком выделен момент смены фазы. На рис. 3.39 есть
подавление несущей, а на 3.41 – нет.

Рис. 3.42: а). Компонента ускорения ax электрона в поле неоднородной волны.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. ω0

2π “ 106

Гц, E0 “ 0.05 ед.СГС. Шаг по времени dt “ 2π{p100ω0q c, время моделирования
T “ p1000qdt c. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104

см, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 см/c, v0y “ ´5.0 ¨ 107 см/с. б). Компонента
ускорения az при указанных выше параметрах волны и частицы.

Таким образом, несущая частота подавлена у ax и ay, а у az – нет.
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3.4.2 Зависимость спектра излучения электрона в поле неоднородной
электромагнитной волны от амплитуды электрического поля и
начальной скорости электрона.

На рис. 3.43 представлена зависимость частоты Ω от амплитуды электриче-
ского поля E0 для широкого диапазона значений электрического поля. При невы-
соких значениях полей зависимость линейна. На линейном участке Ω “ κE0, где
κ “ 2 ¨106r

Фр¨c
г¨см s. Здесь Фр - единица заряда в СГС. При приближении Ω к несущей

частоте ω0 зависимость становится нелинейной.

Рис. 3.43: Зависимость модулирующей частоты Ω от амплитуды поля. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106 Гц. Начальные
координаты x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см, начальная скорость v0 “ 0 см/с.
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На рис. 3.44 приведена нелинейная зависимость частоты Ω от начальной скоро-
сти v0y. При увеличении начальной скорости до предельной (скорость, при превы-
шении которой сила, пропорциональная vxˆHz, не способна затормозить электрон
до пересечения максимума интерференционной структуры), частота Ω уменьша-
ется и становится равна нулю при значении предельной скорости. При скоростях
выше предельной Ω возрастает к асимптоте, полученной в работе [21] методом
возмущений.

Рис. 3.44: Зависимость модулирующей частоты Ω от начальной скорости электро-
на. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 106

Гц, E0 “ 10´2 ед.СГС. Начальные координаты x0 “ z0 “ 0 см, y0 “ 1.5 ¨ 104 см,
начальная скорость направлена по оси OY .
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3.4.3 Спектр излучения электрона в поле обыкновенной и необыкно-
венной волны в постоянном магнитном поле.

Рассмотрим спектры излучения электрона при движении в геомагнитном поле,
в обыкновенной и необыкновенной волне.

Рассмотрим случай обыкновенной волны. На рис. 3.45 изображен спектр излу-
чения электрона при наличии геомагнитного поля в обыкновенной неоднородной
волне при старте из плоскости нулевого электрического поля (3.3). Основная мощ-
ность излучения приходится на циклотронную частоту. Поскольку геомагнитное
поле направлено по оси OX, наибольший вклад в спектр имеют компоненты уско-
рения ay и az. При старте электрона из окрестности максимума интерференци-
онной структуры также в спектре появляется излучение на несущей частоте, что
обусловлено бо́льшим вкладом компоненты ускорения ax.

Рис. 3.45: Нормированный спектр излучения электрона в поле обыкновенной неод-
нородной волны при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл. pϕ1; θ1;ψ1q “

pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨106 Гц, E0 “ 30 В/м.
Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м, начальная скорость
v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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Сравним спектр излучения электрона в обыкновенных плоской и неоднород-
ной волнах. На рис. 3.46 изображен спектр излучения электрона при движении в
геомагнитном поле в обыкновенной плоской волне. Как можно видеть, в случае
плоской волны электрон излучает в основном на несущей частоте.

Рис. 3.46: Нормированный спектр излучения электрона в поле обыкновенной плос-
кой волны при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл. pϕ; θ;ψq “ pπ{2; 0; 0q,
Φ “ 0, ω0

2π “ 3 ¨106 Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0

м, y0 “ 50 м, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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Рассмотрим случай необыкновенной волны. На рис. 3.47 изображен спектр из-
лучения электрона при движении в геомагнитном поле в необыкновенной неодно-
родной волне при старте из плоскости нулевого электрического поля. Как можно
видеть на рис. 3.47, имеет место эффект подавления несущей, и основная мощность
излучения приходится на боковые частоты. Наибольший вклад в излучение дает
ускорение электрона в направлении OX (ax), наименьший – ay. При старте элек-
трона из окрестности максимума интерференционной структуры также в спектре
появляется излучение на циклотронной частоте ωц

2π “ 1.4 ¨ 106 Гц. Составляющая
ay в этом случае большой вклад давать не будет.

Рис. 3.47: Нормированный спектр излучения электрона в поле необыкновен-
ной неоднородной волны при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106

Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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На рис. 3.48 изображен спектр излучения электрона при движении в геомаг-
нитном поле в необыкновенной плоской волне. В спектре представлены составля-
ющие как на циклотронной, так и на несущей частоте, в отличие от случая старта
электрона из плоскости нулевого электрического поля в неоднородной волне, когда
присутствует только составляющая на несущей частоте.

Рис. 3.48: Нормированный спектр излучения электрона в поле необыкновенной
плоской волны при значении геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл. pϕ; θ;ψq “

pπ{2; 0; 0q, Φ “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона
x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105

м/с.
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На рис. 3.49 изображен спектр излучения электрона при движении в необыкно-
венной неоднородной эллиптически поляризованной волне в присутствии геомаг-
нитного поля. Мощность излучения на циклотронной и несущей частотах зависит
от направляющих углов: с увеличением углов ϕ1 и ϕ2 увеличивается мощность
излучения на циклотронной частоте и уменьшается на несущей. Мощность из-
лучения на циклотронной частоте превышает мощность излучения на несущей
частоте при ϕ1 À

5π
12 .

Рис. 3.49: Нормированный спектр излучения электрона в поле эллиптически по-
ляризованной необыкновенной неоднородной волны при значении геомагнитно-
го поля B0 “ 50 мкТл. а) pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{4; 0; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ p´π{4; 0; 0q, б)
pϕ1; θ1;ψ1q “ p5π{12; 0; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ p´5π{12; 0; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106

Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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Соотношение мощности излучения электрона на несущей и циклотронной ча-
стотах также зависит от значения постоянного магнитного поля. На рис. 3.50 изоб-
ражен спектр излучения электрона при движении в необыкновенной неоднородной
эллиптически поляризованной волне в присутствии геомагнитного поля B0 “ 25

мкТл и B0 “ 65 мкТл.

Рис. 3.50: Нормированный спектр излучения электрона в поле эллиптически по-
ляризованной необыкновенной неоднородной волны при значении геомагнитного
поля: а) B0 “ 25 мкТл, б) B0 “ 65 мкТл. pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{4; 0; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “

p´π{4; 0; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координа-
ты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c,
v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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На рис. 3.51 изображен спектр излучения электрона при движении в необыкно-
венной неоднородной эллиптически поляризованной волне в присутствии геомаг-
нитного поля B0 “ 50мкТл, при начальной фазе Φ1 “ Φ2 “ 0 (а) и Φ1 “ Φ2 “

π
2

(б). Как следует из рис. 3.51, при изменении начальной фазы волны происходит
перераспределение энергии излучения на несущей и циклотронной частоте.

Рис. 3.51: Нормированный спектр излучения электрона в поле эллиптически поля-
ризованной необыкновенной неоднородной волны при значении геомагнитного по-
ля B0 “ 50 мкТл. pϕ1; θ1;ψ1q “ p5π{12; 0; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ p´5π{12; 0; 0q. ω0

2π “ 3¨106

Гц, E0 “ 30 В/м. Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 50 м,
начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с. а) Φ1 “ Φ2 “ 0, б)
Φ1 “ Φ2 “

π
2 .
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Глава 4

Сравнение тормозного и гиромагнитного

излучения электрона в поле неоднородной

электромагнитной волны.

Согласно [138], обыкновенная волна – волна, распространяющаяся перпенди-
кулярно внешнему магнитному полю ~B0, электрическое поле которой параллельно
~B0. Дисперсионное соотношение для данной волны не зависит от ~B0. Необыкновен-
ная волна – волна, распространяющаяся перпендикулярно внешнему магнитному
полю ~B0, электрическое поле которой перпендикулярно ~B0. Дисперсионное соот-
ношение для необыкновенной волны, в отличие от обыкновенной, зависит от ~B0. В
результате взаимодействия с замагниченными электронами ионосферной плазмы
данная волна становится эллиптически поляризованной: у поля волны появляется
отличная от нуля проекция на направление волнового вектора.

В данном разделе проводится анализ численных расчетов тормозного и гиро-
магнитного излучения электрона в поле неоднородной электромагнитной волны
(обыкновенная и необыкновенная составляющие), с учетом геомагнитного поля и
некоторых характеристик ионосферы.

Рассмотрим численные расчеты по разработанной модели излучения электрона
сначала без учета геомагнитного поля Земли. В расчетах амплитуда электрическо-
го поля электромагнитной волны E0 изменяется от от 3 до 30 В/м, в зависимости
от мощности нагревного стенда; несущая частота волны ω0

2π “ 3 МГц. В качестве
начальной скорости электрона берется скорость теплового движения электронов
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в ионосфере на высоте 100 км v0 “ 1.0 ¨ 105 м/с. На рис. 4.1 приведена зависи-
мость мощности тормозного излучения электрона в поле неоднородной и плоской
электромагнитных волн от амплитуды волны. При значении поля E0 “ 30 В/м
(при максимальной мощности стенда HAARP, на высоте 100 км) мощность тор-
мозного излучения электрона в поле неоднородной волны, согласно численным
расчетам по разработанной в работе модели, достигает 6.3 ¨10´28 Вт. Данная мощ-
ность превышает максимальную, приведенную в статье [65] для случая плоской
волны, равную 1.6 ¨ 10´28 Вт, полученную при тех же значениях поля.

Рис. 4.1: Зависимость мощности тормозного излучения электрона в поле неод-
нородной и плоской электромагнитных волн от амплитуды электрического поля.
Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 90 м. Несущая часто-
та ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц. Параметры неоднородной волны: pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q,
pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. Начальная скорость электрона в поле
неоднородной волны v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с. Параметры плоской
волны: pϕ; θ;ψq “ pπ{2; 0; 0q, Φ “ 0. Начальная скорость электрона в поле плоской
волны v0y “ v0z “ 0 м/c, v0x “ ´1.0 ¨ 105 м/с.

Также на рис. 4.1 можно видеть, что в случае, если волна плоская, рассчитан-
ная численно максимальная мощность тормозного излучения равна 1.5 ¨10´28 Вт и
достигается при значении амплитуды электрического поля E0 “ 30 В/м (у стенда
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HAARP на высоте 100 км), что совпадает с оценками в статье [65].
Таким образом, численные расчеты показали, что тормозное излучение элек-

трона в поле неоднородной волны превышает тормозное излучение в поле плоской
волны. Мощность тормозного излучения электрона в поле неоднородной электро-
магнитной волны зависит также от структуры волны.

Рис. 4.2 демонстрирует зависимость мощности тормозного излучения от одного
из направляющих углов, определяющих структуру неоднородной волны.

Рис. 4.2: Зависимость мощности тормозного излучения электрона в поле обыкно-
венной неоднородной электромагнитной волны от угла ψ1. B0 “ 50 мкТл. Началь-
ные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 90 м. Несущая частота ω0

2π “ 3 ¨ 106

Гц. pϕ1; θ1q “ pπ{2;π{3q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0. v0x “ v0z “ 0

м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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Следует отметить, что при мощностях P „ 10´28 Вт потери энергии электро-
на за секунду на много порядков меньше кинетической энергии частицы, то есть
потерями за время моделирования (tмод ď t1 “ 1 с) можно пренебречь, так как
при скоростях электрона |v| „ 105м/с: кинетическая энергия K „ 10´20Дж ąą

10´28 “ P ¨ t1. Таким образом, влиянием вторичного излучения электрона на тра-
екторию частицы можно пренебречь.

Рассмотрим особенности движения электрона в неоднородной электромагнит-
ной волне в присутствии геомагнитного поля. Мощность гиромагнитного излуче-
ния электрона в геомагнитном поле при воздействии нагревных стендов на ионо-
сферу обычно превышает мощность тормозного излучения. Однако, согласно ста-
тье [65], при амплитуде электрического поля E0 ą 10 В/м тормозное излучение
превышает гиромагнитное. Проверим это утверждение для случая неоднородной
волны. Выполним численное моделирование движения электрона в поле неодно-
родной электромагнитной волны с учетом геомагнитного поля ~B0. Рассмотрим
случай, когда волновой вектор неоднородной волны ~k K ~B0, при этом для обыкно-
венной волны электрическое поле волны ~E ‖ ~B0, а для необыкновенной – ~E K ~B0.

Оценим мощность излучения по формуле Лармора: P ptq “ dW
dt “

2q2|~a|2

3c3 , где ~a
– ускорение частицы. Мощность тормозного излучения найдем, подставив вместо
|~a|2 квадрат тангенциального ускорения (характеризующего изменение скорости
по величине): |aT | “

d|~v|
dt (~a “ ~aT ` ~an, где ~an – нормальное ускорение частицы).

Мощность гиромагнитного излучения найдем, подставив вместо |~a|2 квадрат
нормального ускорения (характеризующего изменение скорости по направлению):
|an| “

|~v|2

R , где R – радиус кривизны траектории в заданный момент времени.
На рис. 4.3 представлена зависимость мощности тормозного и гиромагнитного

излучения электрона в поле обыкновенной неоднородной волны на высоте 100 км
(постоянное магнитное поле направлено по оси OX) от амплитуды электрического
поля данной волны. Как можно видеть, при параметрах волны и частицы, ука-
занных в подписи к рис.4.3, мощность тормозного излучения выше при значениях
амплитуды электрического поля E0 ą 15 В/м (для плоской волны [65] тормозное
излучение превышает гиромагнитное при E0 ą 10 В/м).

На рис. 4.4 представлена зависимость мощности тормозного и гиромагнитного
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Рис. 4.3: Зависимость мощности тормозного (PT ) и гиромагнитного (Pгир) излу-
чения электрона в поле обыкновенной неоднородной электромагнитной волны от
амплитуды электрического поля. Величина геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц.
Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 65 м, начальная скорость
v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.

излучения электрона в поле необыкновенной неоднородной волны на высоте 100
км.
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Рис. 4.4: Зависимость мощности тормозного (PT ) и гиромагнитного (Pгир) излу-
чения электрона в поле необыкновенной неоднородной электромагнитной волны
от амплитуды электрического поля. Величина геомагнитного поля B0 “ 50 мкТл.
pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2;π{3; 0q, pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, Φ1 “ Φ2 “ 0, ω0

2π “ 3 ¨ 106 Гц.
Начальные координаты электрона x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 65 м, начальная скорость
v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105 м/с.
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В таблице 4.1 приведены значения максимальной мощности тормозного излу-
чения электрона в поле обыкновенной и необыкновенной плоской и неоднородной
волн, при наличии и отсутствии геомагнитного поля, для различных нагревных
стендов, на высоте 100 км. В качестве несущей частоты излучения взято значение
ω0

2π “ 5 МГц. Направляющие углы неоднородной волны pϕ1; θ1;ψ1q “ pπ{2; π{3; 0q,
pϕ2; θ2;ψ2q “ pπ{2; 2π{3; 0q, фаза Φ1 “ Φ2 “ 0. Начальные координаты электрона
x0 “ z0 “ 0 м, y0 “ 55 м, начальная скорость v0x “ v0z “ 0 м/c, v0y “ ´1.0 ¨ 105

м/с на высоте 100 км.

Таблица 4.1: Максимальная мощность тормозного излучения PT электрона в поле
обыкновенной и необыкновенной плоской и неоднородной волн, для различных
нагревных стендов, на высоте ионосферы h “ 100 км.

HAARP Sura EISCAT

Мощность излучения стендов, [МВт] 5100 280 1200

E0, [В/м] 30 7.5 14

неоднородная волна (PT , [Вт])

B0 “ 0 6 ¨ 10´28 1.93 ¨ 10´29 1.04 ¨ 10´28

обыкновенная волна, B0 “ 50мкТл 5.43 ¨ 10´28 1.77 ¨ 10´29 9.48 ¨ 10´29

необыкновенная волна, B0 “ 50мкТл 6.03 ¨ 10´28 2.04 ¨ 10´29 1.06 ¨ 10´28

плоская волна (PT , [Вт])

B0 “ 0 1.22 ¨ 10´28 2.13 ¨ 10´30 1.6 ¨ 10´29

обыкновенная волна, B0 “ 50мкТл 1.22 ¨ 10´28 2.13 ¨ 10´30 1.6 ¨ 10´29

необыкновенная волна, B0 “ 50мкТл 1.58 ¨ 10´28 10´29 3.42 ¨ 10´29
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Заключение.

Результаты исследования взаимодействия электронов бесстолкновительной плаз-
мы с неоднородными электромагнитными волнами получены, используя числен-
ное решение нелинейной системы уравнений, описывающих движение электрона.
Предложенный подход позволяет моделировать широкий спектр интерференци-
онных структур, создаваемых суперпозицией произвольно направленных по отно-
шению друг к другу плоских монохроматических электромагнитных волн. Опре-
делены параметры конфигурации траектории электрона в неоднородной волне.
Изучены особенности траектории электрона в зависимости от начальных и гра-
ничных условий, амплитуды, частоты, фазы неоднородной волны, а также от уг-
лов, определяющих положение волновых векторов. Исследованы особенности эво-
люции траектории электрона. Выполнены численные эксперименты по инжекции,
позволившие определить особенности поведения электронов ионосферной плазмы
в неоднородной электромагнитной волне, в том числе, обыкновенной и необыкно-
венной. Проведено сравнение тормозного и гиромагнитного излучения электрона
в поле неоднородной электромагнитной волны.

В результате проделанной работы были получены следующие результаты и
сделаны следующие выводы:

1. Построена и верифицирована численная модель движения электрона в поле
неоднородной электромагнитной волны со сложной морфологией. Для прове-
дения численных экспериментов подготовлен программный комплекс, состоя-
щий из программ на языке Matlab, позволяющих с помощью метода Дормана-
Принса находить траекторию, излучение и другие характеристики заряжен-
ной частицы в неоднородном электромагнитном поле, и программ на языке
C++, позволяющих моделировать движение заряженных частиц с помощью
метода PIC.

2. Построена трехмерная траектория заряженной частицы в поле неоднородной
электромагнитной волны, в том числе, обыкновенной и необыкновенной, на ос-
нове численного решения системы нелинейных дифференциальных уравнений
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с переменными коэффициентами, с учетом дрейфа параллельно электрическо-
му полю и в направлении волнового вектора, а также характеристик волны
и частицы, таких, как заряд частицы, масса частицы, фаза волны, амплиту-
да электрического и магнитного полей, частота волны, направляющих углов
волновых векторов плоских волн, составляющих неоднородную волну.

3. Выполнены серии численных экспериментов по исследованию зависимости
особенностей траектории электрона в интерференционной структуре от на-
чальной фазы неоднородной электромагнитной волны Φ0, начальной скорости
электрона v0 и начальных координат x0, y0, z0. В случае, если начальная y0

координата не совпадает с плоскостями нулевого электрического поля, имеет
место дрейфовое движение частицы по оси OX а также дрейф по оси OZ. Вы-
бор начальной координаты z0 влияет на значение начальной фазы, которая
определяет дрейф электрона в направлении электрического поля. Этот дрейф
отсутствует при значении фазы Φ1 “ Φ2 “ π{2.

4. Исследована зависимость скорости электрона от амплитуды электрического
поля, несущей частоты ω0 и углов, определяющих параметры исходных элек-
тромагнитных волн, формирующих неоднородную волну. Установлена воз-
можность достижения высоких значений скорости при старте из окрестности
максимума интерференционной структуры.

5. Обнаружено и исследовано явление концентрирования инжектированных элек-
тронов в квазистационарные линейные структуры, являющиеся образующими
конуса второго порядка, ограниченными полосой на поверхности конуса, в
объеме которого расположена траектория. Это позволяет создавать в огра-
ниченных объемах динамические образования, способные генерировать в бес-
столкновительной плазме возмущения, размеры которых определяются пара-
метрами неоднородных электромагнитных волн. Данная полоса вращается с
несущей частотой вокруг точки инжекции электронов. Эксперименты по ин-
жекции электронов выполнены также для обыкновенной и необыкновенной
волн, с учетом постоянного магнитного поля.
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6. Численные эксперименты по исследованию спектра излучения электрона в
поле неоднородной волны показали возможность управления боковыми ча-
стотами несущей частоты (ω0 ˘ Ω) с помощью амплитуды электрического и
магнитного полей, несущей частоты ω0 и углов, определяющих параметры
исходных электромагнитных волн, формирующих неоднородную волну. Уста-
новлена зависимость мощности излучения на несущей и циклотронной частоте
от начальной фазы, направляющих углов и величины магнитного поля. Чис-
ленные эксперименты выполнены в присутствии внешнего магнитного поля
для обыкновенной и необыкновенной составляющих волны.

7. В ходе численных экспериментов установлено, что мощность тормозного излу-
чения электрона в поле неоднородной обыкновенной электромагнитной волны
превосходит мощность гиромагнитного излучения при амплитуде электриче-
ского поля E0 Á 15 В/м. В случае неоднородной необыкновенной волны мощ-
ность гиромагнитного излучения превышает мощность тормозного. Расчеты
выполнены в присутствии постоянного постоянного магнитного поля B0 „ 50

мкТл.
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